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Nahern wir uns langsam der Technik...
Zoom in ein Mobiltelefon... (I)

Schale

Display
Tastenfeld
Sensitives Feld
Akku-Abdeckung
Platine

Diktier- und
Lautstarke-Taste
8 Akku

9 SIM-Kartenhalter
10 Abschirmungen
11 Vibrationsalarm
12 Schrauben (4)
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Nahern wir uns langsam der Technik...
Zoom in ein Mobiltelefon... (II)

14

13

w0 1- GSM Baseband Controller (Ubertragungstechnik)

g 2- Flash Memory (Speicher)

g 6- Spannungsversorgungs-I1C

> 7 - SRAM (Speicher)

: 8 - Quarz
9 - Sprachcodierung = Kompression (Audio: ~MP3)
10-17 Oszillatoren, I/Q-Modulator,

5 Hochfrequenztechnik, ...
18 - Analoges Interface-IC zur Digitalen Doméane

(I/Q, Ladekontrolle)
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Nahern wir uns langsam der Technik...
Zoom in ein (immer noch altes) Mobiltelefon... (lII)

14

8 jetzt Immer hohere Level der Integration “alles” in 3 Chips:

GSM/UMTS Transceiver:

15
[ GSM850/900/1800/1900, Direct Conversion RX,
16 Modulator, HF-Oszillatoren,
17 @ Akku-und Leistungsmanagement-IC: Akkulader,
] Standby-Steuerung anderer ICs, Vibra-Treiber,
Audioverstarker (Freisprechen, Klingelton)
18 GSM/UMTS Basisband-Controller:
Digitaler Signalprozessor (DSP):.
1 Entzerrung, Kanal- und Sprachcodierung,
Sprach und Audiosignalverarbeitung, ...
7 Microcontroller (uC):
Pl Multimedia-Applikationen, ...
5 ' - Hier findet die Multimedia-(Signal-)Verarbeitung statt!
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Nahern wir uns langsam der Technik...
Zoom in ein Mobiltelefon... (IV)

AC-Adaptor _1_NiMH/Lilon
,L_T_T_|_}: Battery
1

1°C
Interf - v,
nterface 1 Charger oD e E}: :D:]
Power Bus O
B Pre-Charge
<—'E-| Visa tos Motor @_ W)
< Driver b/
=
& .
Power Bus Leist! LED E
Baseband €S ungs- Driver E L3 !
FLASH/ SRAM s Management !
IC Power Bus
- Bluetooth
Viterbi HW GSM Ve
iterbi Y L - RF
Accelerator TEAKLite Cipher Unit,
Headset 4— BB (LR)/Mem/Copro On-chip :
Step down 600 mA Reference Varvao
Ringer <—

Earpiece +—

[

GMSK/8PSK
Modulator

1800 MHz

Basisband-
Controller
eE)6) 26
) )M’ AFC
i) i) —) g Fractional
G)eE)6) 00
&) cK 1800 MHz
DAT Control 900-
ENA Logic 850 MHz
Power
: P Amplifier
RF Control
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Naturlich: Da ist manches trockene Brot dabel

Aber: Wenn Sie
an die Spitze der
Entwicklung wolle
mussen Sie da
durch...

Es gibt noch was zu tun!
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Viele Kommilitoninnen und Kommilitonen haben es schon geschafft!
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Organisatorisches

Vorlesung und Ubung:
2 SWS Vorlesung und 1 SWS Ubung (im Stud.IP unter dem Reiter ,Meetings®)
Vorlesung immer Montags um 15:00 -16:30 Uhr
Ubung 14-tagig Dienstags um 15:00 -16:30 Uhr (Terminankindigung in VL)
Begleitendes Material zum Download im Stud.IP!

13 VL-Termine und 7 U-Termine: Siehe IfN-Webseite / Stud.|P!
https://www.tu-braunschweig.de/ifn/edu/ss/et-mewi/ (Medienwissenschaften)
https://www.tu-braunschweig.de/ifn/edu/ss/gti (Informatik)

Schriftliche Prufung: (Raume unter Vorbehalt)

Ubungen und Betreuung der Vorlesung: Malte Stelzer, M.Sc.
Tel.: 0531/391-2454, E-Mail: malte.stelzer@tu-braunschweig.de
Homepage: https://www.tu-braunschweiq.de/ifn/institut/abt/sv/stelzer
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http://www.ifn.ing.tu-bs.de/ifn/sp/transfeld/
https://www.tu-braunschweig.de/ifn/edu/ss/et-mewi/
http://www.ifn.ing.tu-bs.de/ifn/sp/transfeld/
https://www.tu-braunschweig.de/ifn/edu/ss/gti
mailto:malte.stelzer@tu-braunschweig.de
https://www.tu-braunschweig.de/ifn/institut/abt/sv/stelzer

Literatur...

Manfred Albach
Grundlagen der Elektrotechnik | und Il
Pearson Studium
ISBN: 3-8273-7106-6 bzw. 3-8273-7108-2
Preis: jeweils € 29,95
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Informatik Nebenfach Signalverarbeitung

,DIGITALE SIGNALVERARBEITUNG*

i

Sommersemester 2025

Herzlich willkommen!
Dies wird dann wiederum die Grundlage fir die
,Sprachkommunikation“ und ist sehr hilfreich fur die ,Mustererkennung”
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Gliederung

Einfihrung
Grolen und Einheiten, Basisgrél3en, abgeleitete Grol3en
2. Grundbegriffe der Elektrotechnik -
Elektrischer Stromkreis, Spannungs- und Stromqguellen, Kirchhoff'sche Sat '

3. Analyse linearer Netzwerke
Superpositionsprinzip, Methode der Ersatzquelle, Maschenstromvwfa
4. Kapazitat und Induktivitat N
Kondensator, Spule, Wechselstrome | My f-f‘l\ .
5. Die komplexe Wechselstromrechnung

6. Signale und Systeme. Die Fourier-Transformation T
7. Signale und Systeme: Die Laplace-Transformation 1. :
Einschaltvorgange, Laplace-Ersatzschaltbild, Anwendungerlliﬁ“'
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1. Einfihrung

Prof. T. Fingscheidt
Institut fur Nachrichtentechnik (IfN)
TU Braunschweig

1.1 Physikalische Gré3en und Einheiten V*-‘ NN
1.2 Abgeleitete Grolien |
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1.1 Physikalische Grol3en und Einheiten

Physikalische Grol3en werden relativ zu einer Mal3einheit gemessen und angegeben.

Eine physikalische GroRe « ist ein Produkt aus Zahlenwert {a} und Einheit [a]

km
a={a} - |a] z.B. U:5OT

Physikalische Gleichungen werden so formuliert, dass sie fir beliebige Einheiten gultig
sind.

Grolien kdnnen in beliebiger Weise multipliziert (dividiert) werden. Bei der Addition
(Subtraktion) von GrofRen mussen alle Summanden gleiche Einheiten aufweisen.

Aufgrund der physikalischen Gesetze bestehen Abhangigkeiten zwischen den Einheiten.

Nicht alle Gro3en sind ableitbar. Die Wahl der Grundgréf3en bestimmt das Mal3system
(oder Einheitensystem).

LL
o .?Q

2 Technische
3 %E Universitit Sommersemester 2025 | Prof. T. Fingscheidt | Elektrotechnische Grundlagen der Technischen Informatik | 13/183

o -
‘+~ Braunschwei ‘ I
¥sc @ g . . . II k

Institut fir Nachrichtentechnik




1.1 Physikalische GrolRen und Einheiten
Die Basisgrof3en des SI-Systems und ihre Kurzzeichen

Im internationalen Mafl3system (Systeme International, SI-System) sind sieben
Basiseinheiten definiert, aus den alle anderen Einheiten abgeleitet werden:

BasisgroBe Basiseinheit | Kurzzeichen

Lange Meter m )

Masse Kilogramm kg > ]

Leit Sekunde S MKSA-System
elektrische Stromstarke Ampere A

Temperatur Kelvin K
Lichtstarke Candela cd
Stoffmenge Mol mol

2 Technische
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1.1 Physikalische Grol3en und Einheiten
Dezimale Vielfache und Teile

Vorsatz | Vorsatzzeichen | Bedeutung || Vorsatz | Vorsatzzeichen | Bedeutung
Yotta Y 10% Dezi d 10~1
Zetta Z 10%! Zenti C 1072

Exa E 1018 Milli m 1073
Peta P 101° Mikro v 107°
Tera T 1012 Nano n 1077
Giga G 10° Piko P 1012
Mega M 10° Femto f 107%°
Kilo k 103 Atto a 1018
Hekto h 102 Zepto z 102!
Deka da 10! Yocto y 10—24
o km 1000 m
Beispiel: v =50 — =50 = 13.89 m/s
h 3600 s

GroBe = Zahlenwert - Einheit

1Ly
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1.2 Abgeleitete Grdfen und Einheiten

Geschwindigkeit (Weg pro Zeiteinheit):

time
d - L
U= —I [v] = ik length
dt > velocit
: o L v Yy
Beschleunigung (Geschwindigkeitsanderung pro Zeiteinheit):
L d m
a = %U ;o] = 2 acceleration
Massentragheitskraft (Masse x Beschleunigung):
F=mag - Fl =k m N N mass
=ma ; [F]= g 2 = (Newton) Force
Arbeit (Kraft x Strecke): (= Energie)
W=F-Al ; [W]=N-m=1J (Joule)  Work
Leistung (Arbeit pro Zeiteinheit):
|44 Nm J
P=— ,; |[Pl=—=-=1W
A [P] . . (Watt) Power
Frequenz (7 Schwingungen pro Zeiteinheit At oder Kehrwert der Periodendauer 7T'):
1 1
f At T /] S Z  (Hertz) frequency
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1.2 Abgeleitete Grdfen und Einheiten
Die Dimension einer Grof3e, Dimensionsanalyse

Zwei physikalische GroRen haben die gleiche Dimension, wenn sie in ein und derselben
Mal3einheit gemessen werden konnen.

Zwei physikalische Gro3en haben verschiedene Dimensionen, wenn sich die zugehdrigen
Mal3einheiten nicht in die jeweils andere umrechnen lasst.
Die Dimensionsanalyse ist ein Hilfsmittel zur Kontrolle physikalischer Rechnungen.

Die Dimension einer GréRe a wird mit dim(a)angegeben. | GroBe Dimension
[ Lange
t Leit
v Geschwindigkeit
Beispiel der Dimensions- bzw. Einheitenanalyse: I Krafjc
Massentragheitskraft (Masse x Beschleunigung): W Arbeit
q Ladung
— — . k
/ S ! S \
Abgeleitete Einheiten (hier Newton) werden in ] d] = [ﬁ} = [m] - [d] \/

Basiseinheiten (hier MKSA) geschrieben
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2. GRUNDBEGRIFFE DER ELEKTROTECHNIK

Prof. T. Fingscheidt
Institut fir Nachrichtentechnik (1fN)
TU Braunschweig

2.1 Der elektrische Stromkreis 0
2.2 Spannungs- und Stromquellen

2.3 Arbeit und Leistung

2.4 Die Kirchhoff'schen Satze

2.5 Anwendungen der Kirchhoff‘'schen Satze

Technische
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2.1 Der elektrische Stromkreis
Die elektrische Stromstarke

Eine gerichtete Stromung von elektrischen Ladungstragern wird als elektrischer Strom
bezeichnet, dessen Starke in Ampere A (SI-Einheit) gemessen wird.

Einheit
Querschnittsflache

Betrachtet wird z.B. ein Stiick metallischer Draht: Metallldraht %

Symbol fur den Metalldraht: <
\ \
S I I
,/ ,/
AQ

Die mittlere elektrische Stromstarke I wird als die pro Zeitintervall At durch eine
Querschnittsflache stromende Ladungsmenge A() definiert:

A Q As
===\ . AQ=T1 At Ql=As [I]=—=A
Grofen Einheiten
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’(44;‘-’ Braunschweig . . . II ll
Nsc

Institut fir Nachrichtentechnik



2.1 Der elektrische Stromkreis
Erzeuger und Verbraucher

Einteilung der Elemente des
Stromkreises in

Erzeuger: Verbraucher: Erzeuger:
ldeale Spannungsquelle Widerstand ... stellen elektrische Energie bereit
Metalldraht

Verbraucher:

I
/ ... wandeln elektrische Energie in
andere Energieformen um

(z.B. Warme, Licht, Schall, ...)

Spannung U l

2
m
U =kg- 2\
As verlustlose
=V (Volt) Verbindung

Die Erfahrung lehrt, dass die Stromstéarke I der anliegenden Spannung U in vielen Fallen
proportional ist.
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2.1 Der elektrische Stromkreis
Strom und Spannung im Stromkreis

Strommel3geréat 4 Steigung:
o ATl
AU
U Widerstand
Spannungs- FPAT
v meRgerat - ___
AU
1 >
Esgilt IT~U bzw. I =G -U oder U=Gl=R-1 U
Die Proportionalitdtskonstanten werden als:
: : I A :
Leitwert G mit [G] = Tl=v= S (Siemens)

Widerstand R mit [R] = [%] = X = (Ohm)

bezeichnet. gebrauchlicher!
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2.1 Der elektrische Stromkreis
Das Ohmsche Gesetz

Ein elektrischer Widerstand, fur den die Beziehung
U=R-1
exakt gilt, wird als Ohmscher Widerstand bezeichnet.

Die Proportionalitat von Stromstarke / und Spannung U wird als Ohmsches Gesetz
bezeichnet.

An einem Ohmschen Widerstand R fallt eine dem Strom [ proportionale Spannung
U ab.

Die Spannung U wird daher auch als Spannungsabfall an dem Verbraucher R
bezeichnet.

Reale Widerstande weisen in der Regel ein nicht exakt lineares Verhalten auf. Der
Ohmsche Widerstand ist also eine Modellvorstellung. Z.B. kann der Widerstand von der

Temperatur abhéangen.
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2.1 Der elektrische Stromkreis
So sehen reale Widerstande aus

1L
0' &r
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2.2 Spannungs- und Stromquellen
|Ideale Quellen

|Ideale Stromquelle:
U l

|Ideale Spannungsquelle:

Die ideale Stromquelle erzeugt einen Strom [, = konst.
ilo unabh&angig von der an der Quelle anliegenden Spannung.

\l/ Widerstand treiben.
Der innere Widerstand der idealen Stromquelle ist unendlich grof3.

Die Quelle kann den Strom gegen jeden noch so grof3en

Die ideale Spannungsquelle erzeugt die Spannung Uy = konst.
1 unabhangig von dem durch die Quelle flieRenden Strom.

Uy l Die ideale Spannungsquelle kann die Spannung bei
beliebig kleinem Parallelwiderstand aufrecht erhalten.

Der innere Widerstand der idealen Spannungsquelle ist Null.

Gleichspannungsquelle
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2.2 Spannungs- und Stromquellen
Reale Quellen

In der Realitdt hangen Strom und Spannung an einer Quelle voneinander ab.

Diese Abhangigkeit wird durch eine lineare Kennlinie angenahert.

WY UL
U=fI)=U,——"-1
I
Ur oder
1
[=fU)=1Ix—2.U
Ur
>] Dabei ergibt der Betrag der Steigung einen
I sog. Innenwiderstand der Quelle: U 1

I G

I =0 (Leerlauf): U = U; Leerlaufspannung

U = 0 (Kurzschluss): I = I Kurzschlussstrom
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2.2 Spannungs- und Stromquellen
Die Ersatzstromquelle

Die Ersatzstromquelle modelliert eine reale Stromquelle in inrer Abhéangigkeit

von Strom und Spannung: U
7 Verbraucher: 4 I(_]eerlau]g ; 0
>—0 [ = -1y —
}\IO I / '
/N
U R; U
o/

>
/
_[K:[(), UZO

_ _ Kurzschluss
R; innerer Widerstand der Quelle

Ik = 1 Kurzschlussstrom der Quelle

Uy, = R; -1y Leerlaufspannung der Quelle
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2.2 Spannungs- und Stromquellen
Die Ersatzspannungsquelle

Die Ersatzspannungsquelle modelliert eine reale Spannungsquelle in ihrer Abhéngigkeit
von Strom und Spannung:

:;,,: . AU Leerlauf:
O Ur=Uy, I=0
! R; \45 /

Us U

(o)
~

Verbraucher >

Ig=%, U=0
R; innerer Widerstand der Quelle Kurzschluss

U, = U, Leerlaufspannung der Quelle

K= & Kurzschlussstrom der Quelle
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2.2 Spannungs- und Stromquellen
Umwandlung von Quellen

Die Ersatzspannungsquelle und die Ersatzstromquelle kbnnen in den jeweils anderen
Quellentyp umgewandelt werden:

Ersatzspannungsquelle Ersatzstromquelle
Kennwerte: {R;, Uy} / {Rs, o}
Gesucht: Uo=UL
R;
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2.3 Arbeit und Leistung

Die Quellenspannung U eines Stromerzeugers treibt eine Ladungsmenge AQ durch
den Stromkreis.

Dabei wird eine Arbeit IV geleistet, die der Ladungsmenge proportional ist. Es gilt:

/ Watt
W=AQ -U=1-At-U ; [W]=I[U]l][t] =VAs=Ws=
/
Die Leistung (Arbeit pro Zeitintervall) ergibt sich somit zu Joule
4%
P:E:U-] [Pl =[U]I]=VA=W

Fir den Ohmschen Widerstand gilt:
(quadratische Abhangigkeit der Leistung von Strom oder Spannung):

U2
P=U-I=R-I*=—
R

Beispiel: R =20, [=10A = P =2000W =2kW — Warme

1Ly
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2.4 Die Kirchhoff‘schen Satze

Zahlpfeilsysteme

Strome und Spannungen werden in Richtung des Zahlpfeils positiv gerechnet.

Positive Zahlrichtung von Strom und Spannung konnen willkirlich vorgegeben werden.

Leistungen werden positiv gezahlt, wenn Strom- und Spannungspfeil in die gleiche

Richtung weisen.

Verbraucherpfeilsystem:
(techn. Stromrichtung)

I V1

Uol v j

Po=—1-Uy<0
P=1-U2Z>0

Erzeugerpfeilsystem:
(phys. Stromrichtung)

1 ¥

Uol v J

P():]U()ZO
P=-1-U<0

Ublicherweise wird das Verbraucherpfeilsystem verwendet !
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2.4 Die Kirchhoff‘'schen Satze
Die Knotengleichung (1. Kirchhoff'scher Satz)

Die Summe der an einem Knoten des Netzwerkes zuflieRenden
Strome ist gleich der Summe der abflieRenden Strome.

Beispiel: ) L+ 1,4+ Is =1+ I5
m = 5 Stréme
= +L+1,+13—1,— ;=0

Allgemein gilt:

m

Z (:l:],/) =0

vr=1

wobei

zuflieRende Strome positiv und

abflieRende Strome negativ gezahlt werden.

1Ly
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2.4 Die Kirchhoff‘'schen Satze
Die Maschengleichung (2. Kirchhoff'scher Satz)

Die Summe aller Spannungen eines vollstandigen
Maschenumlaufs muss Null ergeben.

U

Beispiel:

‘|‘U1‘|‘U02—U2—U01:0

m = 4 Spannungen

Uml Umlauf- l Ugo A!!ﬂgemein gilt:
| richtung Z(
_______ +U,) =0
vr=1

wobei Us

Spannungen positiv gezahlt werden, wenn Umlaufrichtung und Zahlpfeil
gleichorientiert sind, und

Spannungen negativ gezahlt werden, wenn Umlaufrichtung und Zahlpfeil
gegensinnig orientiert sind.

1Ly

% Universitit Sommersemester 2025 | Prof. T. Fingscheidt | Elektrotechnische Grundlagen der Technischen Informatik | 32/183

" a
72$ Braunschweig . . . II ll
w

C
Institut fir Nachrichtentechnik

:?*f_ Technische

~°N
$-)
&
<
o 1
5
+
o,
s




2.4 Die Kirchhoff‘schen Satze
Was wichtig ist ...

Bis zum Ende des Kapitel 3 werden im Prinzip nur Anwendungen der folgenden 3 Satze
behandelt:

1) Ohm‘schen Gesetz: U=R-1

2) Knotengleichung: Z (£1,) =0
v=1

3) Maschengleichung: Z (+U,) =0
v=1

Es gibt eine Reihe wichtiger abgeleiteter Satze und Regeln, also aufgepasst...

1Ly
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2.5 Anwendungen der Kirchhoff‘'schen Satze
Parallelschaltung Ohm‘scher Widerstande

I Knoten
> —o— PE— — _\¥
Y [1 Y [2 Y[m ]
—) U l R, R, ooe R, = U l Rges
Anwendung des 1. Kirchhoffschen Satzes Sonderfall:
I-nL—-I——1,=0 2 Widerstén%e}pzarallel:
I=htbht =28 Y Res = Ry R
— 11 2 m Rl R2 Rm 1 2
m Achtung!
Z 3 Widerstande parallel:
S - R
v=1 ge I — Ri1+tR3
Parallelschaltung L _ Z S orw. B — 1
Ohm‘scher Fges v=1 I, L S
Widerstande: =
3 %t L%ﬁt:::ft:i Sommersemester 2025 | Prof. T. Fingscheidt | Elektrotechnische Grundlagen der Technischen Informatik | 34/183
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2.5 Anwendungen der Kirchhoff‘'schen Satze
Reihenschaltung Ohm'scher Widerstande

Rl Rges
—_—
—_—
U U
Maschenumlauf

Anwendung des 2. Kirchhoffschen Satzes
u,+Us+---+U, —U =0
v=U0,+0U+---+U,,=1-Ri+1-Ry+---+1-R,,

v=1

= I - Rges n
Reihenschaltung Rges = Z R,
Ohm‘scher Widerstande: —1
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2.5 Anwendungen der Kirchhoff‘'schen Satze
Der Spannungsteiler

o —> ' ‘o)
! U
R, l !
U=U,+ U,
U.
[==22
v R2 U2 R2
i ST
O O U Rl + R2
Spannung an einem Widerstand 2, aus einer
Reihenschaltung mit Gesamtwiderstand Fges:
- U R,
Esqilt: — = ——
ges Rges

Die Spannungen teilen sich im Verhaltnis der Widerstande !
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2.5 Anwendungen der Kirchhoff‘'schen Satze

Der Stromteiler

U I=1+1
Ry R . .
— (R_ + R_> U
v 1 2 Il
o I U=l =R,
I ; "
1 Ry
- — =
[T AR
Strom durch einen Widerstand 12, aus einer

Parallelschaltung mit Gesamtwiderstand Rges

I G
Es gilt —— = T

I e
ges Rges ges

Die Strome teilen sich im Verhaltnis der inversen Widerstande (= Leitwerte)!
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2.5 Anwendungen der Kirchhoff‘'schen Satze
Aufbau von Potentiometern

Widerstandsbahn

» Trimmpotentiometer”: (verteilter Widerstand)

Schraube fur
den Abgriff

kontinuierlicher
Abgriff

RI

(= Ry) © (= Re)
) R = konst. "
(= Ri+ R»)

1Ly
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2.5 Anwendungen der Kirchhoff‘'schen Satze
Die Potentiometerschaltung

ol andere Potentiometerbauform

' _ Ersatzschaltung:
Belasteter Spannungsteiler: S
I > verteilter g
Widerstand Ry
<
U R Yio oy VI
U[i RL R2 ULl RL
. H A\
Last

U= fU)=7

-,
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2.5 Anwendungen der Kirchhoff‘'schen Satze
Die Brickenschaltung

Anwendung der Briickenschaltung: Messung eines Widerstands R, = 7

Ul Uw
Rl R:c ]
I R, und Rssind bekannt.
T I A _ _
Up ® R3 wird so eingestellt, dass durch das
I> p Strommessinstrument kein Strom fliel3t
R, Ry H (15 = 0, genannt: Abgleich).
7 /
2 U 3
o » O
U
c'«lf‘%
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2.5 Anwendungen der Kirchhoff‘'schen Satze
Die Leistungsanpassung

R;
I :l,] Gegeben: Reale Spannungsquelle
mit Leerlaufspannung Uy und
Uol U l P Innenwiderstand 7; .
Aufgabe: Bestimme den

Lastwiderstand R so, dass R die
o maximale Leistung aufnimmt.

Us
(R+ R;)?

Maximalwertbestimmung = Ableitung von P nach R :

P=U-I=R-I*’=R-

Frage: Wieviel Prozent der gesamten, an den Widerstéanden £2; und 2 in Warme
umgesetzten Leistung wird bei Leistungsanpassung im Lastwiderstand /2 umgesetzt?

SALL
o .?Q
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3. ANALYSE LINEARER NETZWERKE

Prof. T. Fingscheidt
Institut fir Nachrichtentechnik (1fN)
TU Braunschweig

3.1 Einfiihrung i
3.2 Das Superpositionsprinzip i
3.3 Die Methode der Ersatzquelle
3.4 Das Maschenstromverfahren
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3.1 Einfihrung

Beschreibung elektrischer Netzwerke durch konzentrierte Netzwerkelemente (idealisierte
Modelle realer Bauelemente).

Voraussetzung: Zeitlich langsam veranderliche Stréme und Spannungen, kleine
Abmessungen der realen, zu modellierenden Netzwerkelemente.
AulRerdem werden im folgenden ausschliel3lich lineare Netzwerke behandelt.

Angabe einer Netztopologie mit Knoten und Zweigen
(Zusammenschaltung der Netzwerkelemente).

Ry

—
d

=~ Zweig

Knoten

ll&
o

B v
&

] ﬁ -
L v
5

¥ .

<, .
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3.1 Einfihrung
Linearitat

Anmerkung: |Eine Funktion U = f(I) heiRt linear, falls fur jedes I = al’ + bI" qilt:
U=a-f(I')+b- f(I")

Strombeitrag von Quells 1 2 2

Beispiel fur ein lineares Netzwerk:

Wie groB ist U? U=f(I)=R-1I I=1r-1
dh.a=10= -1

R

Strombeitrage: I' = Up1 /R von Quelle 1
I . 4'1
U I"=Up/R  von Quelle 2
U01 U
(Innenwiderstand der idealen Spannungsquelle
= Null!)
° U=a-R-I'+b-R-I"=R-I'-R-I"
—— ——

fI) FI")

LOl (/02 U U
— R. - _R. - — -
R R 01 02 \/

(hatte sich in diesem Fall nattrlich schneller Gber Maschenumlauf ergeben!)

SALL
o .?Q
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3.1 Einfihrung
Zweipole

Konzentrierte Netzwerkelemente sind zunachst nur die folgenden Zweipole:

R
° ° Ohmscher Widerstand
I
N, |
o >
) >—0 ideale Stromquelle
—
U
I .
o_®+o ideale Spannungsquelle
—
Uo
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3.2 Das Superpositionsprinzip

Gesucht: Strome und Spannungen in einem Netzwerk.

Berechnung linearer Netzwerke durch Uberlagerung (Superposition) der von den
einzelnen Quellen hervorgerufenen Strome und Spannungen.

Dabei werden alle idealen Spannungsquellen und alle idealen Stromquellen (bis auf die
gerade betrachtete) durch einen Kurzschluss bzw. durch eine Unterbrechung ersetzt.

Beispiel:
P R, R,
Il — ?
—> 4—
A Uy I3 Us I
Uo1 l Us l R l Uo2
Technische ) ' )
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3.2 Das Superpositionsprinzip
Das Superpositionsprinzip

—> 4—
/ / / / /
Iy A 1 I 2 Iy
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3.2 Das Superpositionsprinzip
Das Superpositionsprinzip

—> 4—
! ! /! ! 1
1 U 3 2 N2
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3.3 Die Methode der Ersatzquelle

Gesucht: Strom und Spannung in einem einzelnen Zweig des Netzwerkes.

Losung: Da das Netzwerk linear ist, kann das (Rest-)Netzwerk bezlglich der Knoten
des betrachteten Zweiges durch eine Ersatzspannungsquelle oder
Ersatzstromquelle ersetzt werden.

KenngrolRen der Ersatzquelle:
Ersatzspannungsquelle: ?; und U (= Uy) .

Ersatzstromquelle: R;und Ix(=Io) .
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3.3 Die Methode der Ersatzquelle
Prinzip

Bestimmung von R, :

Alle idealen Spannungsquellen kurzschliel3en.
Alle idealen Stromquellen aufschneiden.

Betrachteten Zweig entfernen und den Widerstand des Netzwerkes
bezlglich der Klemmen des betrachteten Zweiges bestimmen.

Bestimmung von Uy, :

Betrachteten Zweig aufschneiden.
Leerlaufspannung an den Klemmen des Zweiges bestimmen.

Bestimmung von [ :

Betrachteten Zweig kurzschliel3en.
Kurzschlussstrom bestimmen.

1
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3.3 Die Methode der Ersatzquelle
Beispiel: Ersatzspannungsquelle

Gesucht: I, und Us

1Ly
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3.4 Das Maschenstromverfahren
Netzwerkanalyse mittels Graphentheorie (1)

Die Kirchhoffschen Gleichungen beschreiben die Topologie des elektrischen Netzwerkes,
das Ohmsche Gesetz die Physik.

Topologische Eigenschaften geometrischer Figuren sind diejenigen Eigenschaften, die
beim Deformieren der Figuren erhalten bleiben.

Beispiele topologisch aquivalenter Figuren:

Die topologischen Eigenschaften von geometrischen Figuren, die nur aus Knoten und
Zweigen bestehen, lassen sich mit Hilfe der Graphentheorie beschreiben.

Aufgabe: Finde unabhangige Gleichungen zur Bestimmung der Stréme und Spannungen
Losung: = Graphentheorie
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3.4 Das Maschenstromverfahren
Netzwerkanalyse mittels Graphentheorie (1l)

Einige wichtige Begriffe aus der Graphentheorie:

Zusammenhangender Graph: Nicht-zusammenhangender Graph:
°

Zweig

Knoten

Zweig: ... hat 2 Enden mit jeweils einem Knoten (nicht derselbe!) o———e <X>

Keine parallelen Zweige! ﬁ?
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3.4 Das Maschenstromverfahren
Netzwerkanalyse mittels Graphentheorie (l1)

Baum: ... zusammenhangender Teilgraph eines zusammenhangenden Graphen, der
alle Knoten des Graphen enthalt, jedoch keine Maschen.

... die zu den Baumzweigen eines Graphen komplementare
Menge von Zweigen.

Verbindungszweige:
(unabhangige Zweige)

Beispiele zu dem zusammenhangenden Graphen auf der vorigen Seite:

Ein moglicher Baum: Ein anderer moglicher Baum:  Ein weiterer moglicher Baum:

e mm mm mm omm mm Em o =y *
! A : ,
A IS Baum Sox *,7 0
I 7 N I N /7 1
7 \ \ / I
L -1 » I *
\ /7
\ *s \ |
\ /7 \
N4
Baum
® °®
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3.4 Das Maschenstromverfahren
Netzwerkanalyse mittels Graphentheorie (1V)

Wenn ein Baum k& Knoten enthalt, so besteht er aus £ — 1 Zweigen.

Jeder Verbindungszweig eines zusammenhangenden Graphen bildet zusammen mit
einer Teilmenge der Baumzweige eine eindeutige Masche.

Gewahlter Baum: = Masche 1: Masche 2: Masche 3:
e Em mm mm Em Em e e e e 1 Ll e
| Vs \ | / \ 1 |
| *, K I *s \k | |
I // \\ I // \\ 1 |
L -l L -l
Baum k=25 Knoten
)| k—1=4 Baumzweige| |m =3 *Verbindungszweige ---~-- -
z =7 Graphenzweige bzw. linear unabhangige Maschen

Ein zusammenhangender Graph mit & Knoten und z Zweigen enthélt m =z — k + 1
linear unabhangige Maschen (Verbindungszweige).
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3.4 Das Maschenstromverfahren

SALL
o .?Q

%1-‘ Technische

- Ll 2

U s N

2 {44;‘-’ Braunschweig
NsC

Netzwerkanalyse mittels Graphentheorie (V)

Damit ist eine formale Methode definiert, Schritt 1:

wie man aus einem gegebenen Zeichne Graphen:
zusammenhangenden Graphen eine

Anzahl von m linear unabhangigen

Maschen definiert, wobei genau 1 Zweig

jeder Masche ein Verbindungszweig ist.

Schritt 2: Wahle einen Baum: ®

"""""" 1 Schritt 3: Es ergeben sich m eindeutige Maschen:

' 7 | s I = Masche 1: Masche 2: Masche 3:

| *s \* I

LY A G T !

L - - //‘ AN | I
*s \\* | :
/7 N I

/7 N\ L ) _|
Baum
*Verbindungszweige

Sommersemester 2025 | Prof. T. Fingscheidt | Elektrotechnische Grundlagen der Technischen Informatik | 56/183

Universitit

N HEiN

Institut fir Nachrichtentechnik




3.4 Das Maschenstromverfahren
Noch einmal die Problemstellung mit Losungsskizze

Gegeben:
Netzwerk mit z Zweigen und &£ Knoten

Zahlpfeile fir Strome und Spannungen
Widerstande 12,
Reale Quellen (darstellbar durch Ersatzstrom- oder Ersatzspannungsquellen)

Gesucht: z unbekannte Zweigstrome und 2 unbekannte Zweigspannungen

_ ( 2z Unbekannte)
Lésungsskizze:

Reduktion auf z Unbekannte mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes.

Aufstellen eines (linearen) Gleichungssystems zur Bestimmung der
unbekannten GroRen mit Hilfe der Kirchhoff'schen Satze.

Problem:

Die Zweigstrome und die Zweigspannungen sind wegen des 1. und 2. Kirchhoff'schen
Satzes nicht unabhangig. Einsatz systematischer Verfahren zur Bestimmung
unabhangiger Gleichungen: = Graphentheorie = Maschenstromverfahren
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3.4 Das Maschenstromverfahren
Vom Netzwerk zum Graphen — Einige Tipps

Wenn ein aus Zweipolen bestehendes Netzwerk gegeben ist, erhalt man den

entsprechenden Graphen, indem man jeden Zweipol als Zweig auffasst, wobei die
Klemmen des Zweipols die Endknoten des Zweigs darstellen.

Dabei werden die folgenden vereinfachenden Annahmen getroffen:

- keine parallelen Zweige (sonst ist es kein Graph!)

- in jedem Knoten enden mindestens drei Zweige (sonst ist es kein Knoten!)
- zusammenhangende Netzwerke
- keine widersprichliche Zusammenschaltung von Maschen und Knoten.

Z.B. darf eine Masche nicht nur aus idealen Spannungsquellen bestehen.
Ein Knoten darf nicht ausschlief3lich von idealen Stromquellen gespeist werden.
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3.4 Das Maschenstromverfahren
Das Maschenstromverfahren — Die 4 Schritte

Die m = z — (k — 1) Stréme in den Verbindungszweigen eines Netzwerkes
bilden ein System unabhangiger Zweigstrome.

Die £ — 1 Stréme in den Baumzweigen sind abhangige Zweigstrome.

Die Maschenstrome erfilllen die Knotengleichungen.

Annahme: Das Netzwerk enthalt keine Stromquellen. Wenn es welche enthélt,
werden diese in Spannungsquellen umgewandelt.

Vorgehensweise:
1) Graphen des Netzwerkes erstellen und einen (vollstdndigen) Baum identifizieren.

@)
2) Maschenstrome 1, festlegen.
@)
3) Gleichungssystem fiir die Maschenstrome [, aufstellen und I6sen.

4) Strome in den Baumzweigen durch Superposition der Maschenstrome bestimmen.

Zu (3): Das Gleichungssystem kann in die folgende systematische Form gebracht werden
m = z — k + 1: (nachste Seite)
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3.4 Das Maschenstromverfahren
Das Maschenstromverfahren — Vorgehen in Schritt (3)

Zu Schritt (3): Gleichungssystem aufstellen:

Rqq (:I:)RIZ (i)le ( }1 \ ( Z{V}(l)(:l:)UOU \
(:li)R21 R o (:I:)R’zm }2 _ Z{u}@) (i)UOV
R oz Rom ) 5]\ Sy, B0

Der Vektor der Maschenstrome 1, wird aus einem Gleichungssystem mit den folgenden
Elementen bestimmt (m = z — k + 1):

R;;: Summe aller Widerstande der Masche (2). Der Summenwiderstand (oder
Eigenwiderstand) einer Masche ist stets positiv.

(£)Ri; = (£)Rji, @ # j:Koppelwiderstand zwischen der Masche (¢) und der

Masche (7). Der Koppelwiderstand ist positiv, wenn die Zahlpfeile beider Maschenstrome
gleichgerichtet sind. Ansonsten ist der Koppelwiderstand negativ.

Z{u}(@-) (£)Uo, :Summe der Quellenspannungen der Masche (). Die Summander(+) Uy,
sind negativ, wenn der Zahlpfeil der Quellenspannung mit der Zahlrichtung des
Maschenstroms Ubereinstimmt und positiv, wenn dies nicht der Fall ist.
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3.4 Das Maschenstromverfahren
1. Beispiel zum Maschenstromverfahren (1)

Das gegebene elektrische Netzwerk: B Uo1

Gesucht: ZB. Uy = 7 I
e

A 7 C
2 [0
\
R, g Ly
R2 . . ‘/U4
... MUSS In eine
Ersatzspannungsquelle
umgewandelt werden!
f—
U02 - R2 1 0
c'«lf‘%
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3.4 Das Maschenstromverfahren
1. Beispiel zum Maschenstromverfahren (1l)

\UmA

1) Festlegung eines Baumes: B
I3

1Ly
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3.4 Das Maschenstromverfahren
1. Beispiel zum Maschenstromverfahren (l11)

2) Festlegung der Maschenstrome: B

U
I \Oi

) I
N\ -
~ //2’
\ RN 2R2 -~ ]4
~4 - 4
D

3) Aufstellen und Lsen des Gleichungssystems... = [1; = ..., I, = ..

4a) Gesuchter Zweigstrom durch Superposition der Maschenstrome:
Z.B.: [4 = —11 oder: [5 = ]2 — 11 .
4b) Gesuchte Zweigspannung tiber Ohm‘sches Gesetz: Uy = —R{ - I, = R, - 1
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3.4 Das Maschenstromverfahren
2. Beispiel zum Maschenstromverfahren (I)

Das gegebene elektrische Netzwerk:
Gesucht: Z.B. Uy = 7 B

SALL
o .?Q
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3.4 Das Maschenstromverfahren
2. Beispiel zum Maschenstromverfahren (1)

Auswahl eines Baumes:

=~
______>___
q/:
/
/
{/-
/
\
\
\
=
=
\
y

U 01
wo'«";?% .
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3.4 Das Maschenstromverfahren
2. Beispiel zum Maschenstromverfahren (l11)

Festlegung der Maschenstrome:

Maschen-
Strome

Iy

S~
____ﬁ___
q/:
/
/
0@:
/
\
\
\
if
\
\
\
y

U 01
wo'«";?% .
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4. KAPAZITAT UND INDUKTIVITAT

Prof. T. Fingscheidt
Institut fir Nachrichtentechnik (1fN)
TU Braunschweig

4.1 Der Kondensator (Kapazitat) | 0
4.2 Die Spule (Induktivitat) : LWL
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4.1 Der Kondensator
Kondensatortypen

— T~
28 — =
838 : -‘
1 [~ .
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4.1 Der Kondensator
Der Plattenkondensator

Plattenabstand Flr einen gegebenen Kondensator zeigt sich
:<_d_>: die Proportionalitat von Ladung und Spannung:
Kondensatorplattel, -7 : Kondensatorplatte Q~U Q=C-U
an;tdﬂ?]smver i—»a—' T;z:ﬁgatlver Die Proportionalitatskonstante C' nennt man
J j:_,: Kapazitat: [C] = % & =F (Farad).
H— . , :
1 Fir den Plattenkondensator links gilt:
Q i i ?; O — eé* Plattenflache
_t—’; d ] (in die Bildebene
"17ooX7 elektrische _ L _ hinein)
» Eeldlinien Dielektrizitatskonstante: Plattenabstand
Spannung [J € = €-€0

mit der Dielektrizitatskonstanten des Vakuums
€0 = 8.8542 - 1071222

Vakuum: Relative Dielektrizitatskonstante €, = 1

Allgemein gilt:| Q(t) = C' - u(t)| mit

. du(t) Andere Stoffe: Stoff ,
—$Z(t):C Luft ~ 1
& Glas 5...10
: Bariumtitanat | 1000...4000 |
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4.1 Der Kondensator
Der Plattenkondensator - Spannungsmessung

Demo:

o1,
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4.1 Der Kondensator
Der Plattenkondensator

Demo:

O

|

™M
O &S

Cy Cy
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4.1 Der Kondensator
Drehkondensator

Der Drehkondensator _
ist ein variabler Platten- Kl | P
kondensator, mit dem Al (1]}
Rundfunkempfanger
ausgestattet waren, um
Empfangsfrequenzen
wechseln zu kdnnen.
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4.1 Der Kondensator
Parallelschaltung von Kapazitaten

Alle Kondensatoren liegen an der gleichen Spannung U .

I
) .................. ﬂ _J
$Il &.[2 Im I
U l — Cl — CQ (X X —_ Cm = U l —_ 1 C’ges
@ O L LLL L LI L I — —
CiU =Q; CyU = Qy - CLU = Qo Cges * U = Qges

Qges — ZQV — UZCV — Cges U
v=1 v=1

Gedankenstutze Plattenkondensator:

m

Parallelschaltungvon | ~ } :C Die PlattengréRen der einzelnen

Kondensatoren: ges - Y Kondensatoren addieren sich!
V=

(bei gleichem €, d )
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4.1 Der Kondensator
Reihenschaltung von Kapazitaten

Gedankenexperiment: Bringt man auf die beiden aul3ersten Kondensatorplatten
der Anordnung eine Ladung +( (links) und —() (rechts) auf, so werden auf
den Platten dazwischen jeweils Ladungen () influenziert.

= alle Kondensatorplatten tragen die Ladung ()

Cl 02 Cm Oges
|| [| [|
1] ] 1] [
I > —_ e 7
Ul U2 Um =
U ' U

Anwendung des 2. Kirchhoffschen Satzes

— 1 1
U=Ur+Us+-+Un=Q) = =0Q
v=—1 CI/ Cges
. m
Reihenschaltung von r Z 1
Kondensatoren: Clges £~ C,
oVitay,
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4.2 Die Spule
Spulentypen

HLLgy
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4.2 Die Spule
Die Zylinderspule

§ X X & X ® I .-~ Fureine gegebene Spule zeigt sich

édI die Proportionalitat Spannung und Stromanderung:
magnetische Feldlinien di(t di(t

5 e u()) ~ Ay = D

= \\\\~

g @ @ GZD @ > Die Proportionalitatskonstante L nennt man

g Spulenlange ' (Selbst-)Induktivitat: L] = [[ﬁ][t] = = =H (Henry).

%) Windungszahl: W = 5

Fur die Zylinderspule links gilt:

2 12
w*d
L =u-
| oY
i Permeabilitatskonstante:
M= Hr o
. mit der Permeabilitatskonstanten des Vakuums
Strom tritt o 10-T Ve
@ I . inBildebene hinein Ho =&+ 10 A
oY _ _ Vakuum: Relative Permeabilitatskonstante tr = 1
.. aus Bildebene hinaus
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4.2 Die Spule
Permeabilitatskonstante einiger Stoffe

Stoffe [y
Diamagnetische | Aluminiumoxid | 0,999 986 4
Stoffe Kupfer 0,999 990 4
Wasser 0,999 990 97
Paramagnetische | Aluminium 1,000 020 8
Stoffe Eisen 800°C 1,149
Eisen 1200°C" | 1,002 59
Sauerstoff 1,000 001 86
Ferromagnetische | Baustahl 100...800 bzw. 2000
Stoffe Permalloy 6000...70 000
75,5Ni, 3Mo

[Albach, Grundlagen der Elektrotechnik 1]
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4.2 Die Spule
Induktivitat der Ringspule

I magnetische
Feldlinien
Die Spule habe einen rechteckigen I r
: h —
Querschnitt der Hohe 7 : 5
) r i
Fur die Ringspule oben gilt: ’ '
I w?h (72 Allgemein hat man: L ~ w? (bei konst. Lange/Radien)
Mo 1 L~ pu
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4.2 Die Spule
Parallelschaltung von Induktivitaten

Alle Induktivitaten liegen an der gleichen Spannung u .

* * ]Zm i
Anwendung des 1. Kirchhoffschen Satzes und zeitliche Ableitung:
1=11+ 12+ F iy

t~
3
I
IS
4—
h

—=—t—+ =t — +

dr diy  dis di,, U U i_ ii U
dt dt dt dt Ly Ly L_:L

ges

1 L1
Parallelschaltung von _ Z =
Spulen: Liges L

Universitat
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4.2 Die Spule
Reihenschaltung von Induktivitaten

Die Induktivitdten werden alle durch den gleichen Strom durchflossen.

Ly Lo L, Lges
i — — — ,
U1 U9 U, — t
» —>
Uu Uu

Anwendung des 2. Kirchhoffschen Satzes:

d1 d1 di
f— m—L L * L es 4,
W=y + Uy -+ u 1+ Lyt Z Lges—

Gedankenstitze Zylinderspule:

Reihenschaltung von Z L, Die Windungszahlen der einzelnen
Spulen:

ges

Spulen addieren sich!
(bei gleichem%y d, 4 )
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5. DIE KOMPLEXE WECHSELSTROMRECHNUNG

Prof. T. Fingscheidt
Institut fir Nachrichtentechnik (1fN)
TU Braunschweig

5.1 Wechselstrome 0
5.2 Tutorial: Komplexe Zahlen . \
5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken

5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften

Technische
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5.1 Wechselstrome
Kurvenformen und Kenngrof3en zeitlich periodischer Vorgange

u(t) u((t))I/\
| ulp | |
0~ T 2T o /T T
} t } t - ot

0 o 4
a) Beliebige periodische Signalform b) Sinusférmige periodische Signalform

Periodische Signale konnen innerhalb der Periodendauer 7' einen beliebigen zeitlichen
Verlauf haben.

Nach jeder Periodendauer wiederholen sich die Kurvenformen auf die exakt gleiche Weise:

u(t+ kT) =u(t),| ke Z

1Ly
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5.1 Wechselstrome

Sinusformige Stréme und Spannungen

u(t) = U cos(wt + ¢)

AN

U

der Amplitude

v

ist durch die Angabe

U

der Kreisfrequenz

Eine sinusféormige Wechselspannung

w(t) = u = U cos(a) = U cos(wt + )

w:27rf:2?”

(bzw. der Periodendauer 1),

Braunschweig

C

wt
und des Phasenwinkels|
vollstandig festgelegt.
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5.1 Wechselstrome
Wechselstromnetzwerke

Wir betrachten Netzwerke, die aus den folgenden konzentrierten Elementen bestehen:

P

R Ohmscher Widerstand: u(t) = R - i(t)
!

_T_ . du(t
T C Idealer Kondensator; i(t) = C - di )
di(1)

i L Ideale Spule: ut) =L —,

)
U l Wechselspannungsquelle

1Ly
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5.1 Wechselstrome
Strom und Spannung am Ohm‘schen Widerstand

Der Zusammenhang zwischen Strom und Spannung ist zu jedem Zeitpunkt durch das
Ohm‘sche Gesetz gegeben:

Phasen:  Strom und Spannung sind in Phase: l/jsin(wt) =R- fsin(wt)
Amplituden: Strom und Spannung Uber das Ohm‘sche Gesetz: U=R-T
A
Uu
7 :
[
U sin(wt) l R lu
o zi2  n. 3wz 2w ot

1Ly
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5.1 Wechselstrome
Strom und Spannung am idealen Kondensator (1)

Fur ideale Kondensatoren C' und sinusférmige Spannung gilt:

Gegeben: u(t) = U - sin(wt)
du(t)
: C -
Gesucht: i(t) = o

Definition einer Reaktanz (Blindwiderstand): X =

[€2]
N : =~ s
Phasen:  Phasenverschiebung um 90°: u(t) = U sin(wt) = i(t) = I sin(wt + 5)
~ 1 =~
Amplituden: Frequenzabhéngigkeit: U=—-1

wC
Fur Amplituden gilt dann analog zum Ohm‘schen Gesetz:

U=X-1
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5.1 Wechselstrome
Strom und Spannung am idealen Kondensator (Il)

(t)=(7 in(wt)
I-sin(wt + T)

U sin(wt) l C = lu !

Feststellung:

Der Strom am Kondensator hat eine von der Frequenz abhangige
GroRe ] = wC' - U Seine Frequenz w ist gleich W|§ bei der Spannung, |
jedoch eilt der Strom um eine Phasendifferenz von 35 voraus!

o 1 ~ U
Niedrige Frequenzen (w —0): X = — w00 =I=——0 |
W X .
1 ~ U
Hohe Frequenzen (w -+ ) : X =— =20 =1=— — 00 I
EE— wC' X
% % Technische ) ) : : :
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5.1 Wechselstrome
Strom und Spannung an der idealen Spule (1)

Fur die ideale Spule und sinusférmige Spannung gilt:

Gegeben: u(t) = U - sin(wt)
Gesucht: i(t) =7 58
1(t
ilt; t) =1L -
Es gilt u(t) 7
U . R
i(t) = ——— - cos(wt) = —1 - cos(wt) = I sin(wt — g)
w

1Ly

v b )
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5.1 Wechselstrome
Strom und Spannung an der idealen Spule (I1)

Definition einer Reaktanz (Blindwiderstand): X = </
Phasen:  Phasenverschiebung um 90°:  u(t) = U sin(wt) = i(t) = Tsin(wt — 7/2)

Amplituden: Frequenzabhangigkeit: U=wL-T — —
Far Amplituden gilt dann analog zum Ohm‘schen Gesetz: U=X-1
A
u

~ w(t) = U - sin(wt)
— " z(t) = [ - sin(wt — 7w /2)

U sin(wt) l

} o
/2 p 37r/2 wt

L l“
O
Feststellung: ) \ /

Der Strom an der Spule hat eine von der Frequenz abhéngige
Groke I = - . Seine Frequenz w ist gleich wie bei der Spannung, [
jedoch eilt der Strom um eine Phasendifferenz von % hinterher!

Niedrige Frequenzen (w — 0): X =wL -0 =1 =

Hohe Frequenzen (w—00): X=wlL—>00 =1=

| )| D

—~0 |
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5.1 Wechselstrome
Die Kirchhoff'schen Satze

Die Kirchhoffschen Satze

Knotengleichung: Z(:I:)z'y(t) =0

V=1 (siehe Kapitel 2.4)
Maschengleichung: Z(i)uy(t) =0

v=1

gelten im eingeschwungenen Zustand auch flr WechselgroR3en (kleine Frequenzen und
kleine Abmessungen).

Damit sind auch alle fiir die Analyse von Gleichstromnetzen bekannten Verfahren auf
den Wechselstromfall Gbertragbar.

Die Anwendung der Knoten- und Maschengleichungen flihrt jedoch jetzt auf Integro-
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Diese Gleichungen lassen sich fur Netzwerke mit sinusformiger Anregung der Frequenz w
|6sen, da nach dem Abklingen aller Einschaltvorgange alle Strome und Spannungen
selbst wieder sinusférmig mit der Frequenz w sind.
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5.1 Wechselstrome
Beispiel: Die RLC-Reihenschaltung

° 0N u(t) = ug(t) + urt) + uc(t)
— L —
l i(t)R + o +O _OOZ(T)dT
u(t) AN d d
ur I oder dtu(t> dtuR(t)Jr dtuL(t)+dtuO(t)
d d d? 1
oty = rEi+ 1S+ i 2292
) 1 :>dtu<t> Rdtz(t)—l— dth(t)+Oz(t) 77
v ¢ -/ C
o v 2 Unbekannte

i /

Beispiel: u(t) = U - sin(wt) () = I - sin(wt + ¢)

AN

~ ~ ~ I
= Uw cos(wt) = Rlw cos(wt + ¢) — LIw? sin(wt + ¢) + c sin(wt + @) 7

LOsung: Komplexe Wechselstromrechnung

QILL
o .?Q
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5.2 Tutorial: Komplexe Zahlen
Definition komplexer Zahlen

Historischer Ursprung: Die Gleichung z* — 1 = 0 hat zwei reelle Lésungen, die
Gleichung z* 4+ 1 = 0 hat jedoch keine (reelle) Losung. Dieser Mangel kann durch die
Einfihrung komplexer Zahlen beseitigt werden.

Jede komplexe Zahl z € C lasst sich als Summe einer reellen Zahl ¢ € R und einer
imaginaren Zahl jb,b € R schreiben: | , — 4 + 5b

a wird als Realteil, b als Imaginarteil und 5 als imaginare Einheit bezeichnet. Es gilt
definitionsgemal3: 7 = v —1 .

Man schreibtja = Re{z}|bzw.|b = Im{z}|

Anmerkungen:
In der Mathematik wird die imaginare Einheit haufig mit = bezeichnet.

Fiurb = 0 ist z = a eine reelle Zahl.
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5.2 Tutorial: Komplexe Zahlen
Zeigerdarstellung komplexer Zahlen

Komplexen Zahlen lassen sich umkehrbar eindeutig Ortsvektoren (Zeigern) in der
komplexen (GaulRschen) Zahlenebene zuordnen. Die Rechenregeln flir komplexe Zahlen
kénnen damit aus einfachen geometrischen Uberlegungen gewonnen werden.

Der absolute Betrag von 2 :
12| = Va? +b%> =r (Satz des Pythagoras).

Darstellung in Polarkoordinaten:
a = rcos(yp) und b= rsin(p) .

Als Argument arg(z) bezeichnet man den
Winkel, den der Zeiger einer komplexen Zahl z
mit der positiven reellen Achse einschliel3t.

Der Hauptwert des Arguments liegt zwischen
—T< < T,

z=a+ jb=rcos(p) + jrsin(p) = r[cos(p) + jsin(yp)] = re’? | (Eulersche Formel)
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5.2 Tutorial: Komplexe Zahlen
Der komplexe Drehterm ¢’% = cos (¢) + jsin (p)

Jede komplexe Zahl lasst sich als Produkt von reellwertigem Betrag |z| =
und komplexem Drehterm ¢’¢ schreiben: z =7 - 7%

Der komplexe Drehterm hat den Betrag|e’?| = 1, in der Zeigerdarstellung liegt er daher
immer auf dem Einheitskreis und verleiht z seine Richtung:

: Im{},
- 9 =—1l,p=m
, e =1 =0 ) \
P I'/ L Re{}
[ i ;Re{} Im{}u \ T
t > —1: r1 Im{}
. 1 \ 1 1 P \ K A
\ / -7 A ‘\\\ N L, ]_
\ 7 . N ’ . S—
\ J 1 — y — E N e -7 ~\\\
. I/ 6 - ]7 SO — 2 \‘~~_-—", S
\~~~__——’, , \‘ _1 , \
- 1 et} % Re{}
' ' | L,
-1 1 ¥ —
\\ /' - ]_ \\\ I'I ].
\\ // . . 7
. Jp — 5 p = 3T /
\-___—i er =" =7 |
—1
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5.2 Tutorial: Komplexe Zahlen
Addition bzw. Subtraktion von komplexen Zahlen

Addition: z; + 2o = a1 + jby + as + jbo = (a1 + az2) + j(by + b2) = 2

Im{}

E{e{}

Subtraktion: z; — 2y = a1 + jby —as — jby = (a1 —az) +j(by — b2) = 2

1Ly
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5.2 Tutorial: Komplexe Zahlen
Multiplikation komplexer Zahlen

Multiplikation: 21 Ry = (Cll + ]bl) . (CLQ —|—]b2) = (&1@2 — b1b2> ‘|‘j(a1b2 + b1a2) =z

oder z;-2y =711€l7" - 10e??? = T1T267(901+902)

Im{}

Re{}

1Ly
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5.2 Tutorial: Komplexe Zahlen
Division komplexer Zahlen

aq -+ jbl apds -+ blbg ,a2b1 — albg

Division: =L — — = j
Zy a2+ jbo as + b3 asz + b3
Je1
Zo 7"26]902 9

Im{}

Re{}

Braunschweig
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5.2 Tutorial: Komplexe Zahlen .
Division bzw. Multiplikation einer komplexen Zahl mit J

Multiplikation mit J : Division durch J :

I {} fm{}

o3

| X
IS

> Re{}

:g-@7

1Ly

=)
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5.2 Tutorial: Komplexe Zahlen
Konjugiert komplexe Zahlen

Zwei komplexe Zahlen heil3en zueinander
konjugiert komplex, wenn sie sich nur durch das
Vorzeichen ihres Imaginarteils unterscheiden.

Zur Kennzeichnung einer konjugiert komplexen
Zahl wird ein hochgestellter Stern verwendet.

2* = a — jb ist konjugiert komplex zu z = a + jb

Es gilt: Betrag: |z*| = |z| =7
Winkel: arg(z*) = —arg(z) = —¢

LL
o .?Q
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5.2 Tutorial: Komplexe Zahlen
Weitere Rechenregeln fur komplexe Zahlen
Rechnen mit konjugiert komplexen Zahlen: z = a + jb
(21 +20)" =21 +25  (21-20)" =27 25
z+ 2" = 2Re{z} = 2a

z— 2" =j2Im{z} = 52b

*:‘2’2:7”2

N

2

Betrag: |z| = Va2 4+ b2 =r = /zz* = \/(a + jb)(a — jb)

b
—) (£ fur a < 0)

Argument (Phase): ¢ = arctan (a

Achtung! Quadranten checken:
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5.2 Tutorial: Komplexe Zahlen
Rechentbung zu komplexen Zahlen

1 . .
Zeigen Sie: cos(p) = 5(@7@ + e /%)
Zeichnen Sie die Zahlen z, = eIt fiur w = 27r§ undty = 0, t; = 0.25s, to = 0.5s, t3 = 0.75s

und t4 = 1s als Zeiger in die komplexe Zahlenebene ein.

Geben sie Real- und Imaginarteil dieser Zeiger explizit an.

FR § :
........ :........:........é....... .......|.......i.......|.....‘
H a
' > Re{}
sesnsenslannanandannnnnntnnnnnn .......g.......;....... .......
wo'«";?% .
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken
Darstellung im Zeigerdiagramm

Wechselspannung (oder Wechselstrome) sind durch
die Angabe von Betrag und Phase spezifiziert.

Die Darstellung wird erheblich durch die Verwendung
komplexer Zahlen vereinfacht.

Tm{} Lange:
| U

u ~
U cos(wt + @) + jU sin(wt + ¢)

r///////ﬁyj;-%¢>
- | u(t) = u=Re{u} = Re{Ue’"'}

Re{}

In Polarkoordinaten erhalt man: u = Uel @t = Uelwteld — Uel®t

wobei U = Ue?? = U cos(¢) + jU sin(y)die komplexe Amplitude bezeichnet.

Der komplexe Drehzeiger €/“!ist allen GroRen des Netzwerkes gemeinsam
und kann daher auch weggelassen werden.

Unter Verwendung der komplexen Amplituden erhalt man damit eine von der

Zeit unabhangige Zeigerdarstellung, die nur die relativen Phasenwinkel
beriicksichtigt.
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken
Ohmscher Widerstand

i(t) = Re{Ie™'} mit I = Te’¢

Im
{} u(t) = Re{Ue"}

I~

,... otrom und Spannung sind phasensynchron!”

<

U =Ue'% = RIeM = RI

Ref{)

Fir die komplexen Amplituden gilt:|U = RI
0'«"?’*&
EEAN ‘t Technische : : : : :
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken
|dealer Kondensator

i(t) = Re{Ie™'} mit I = Te’¢

i) u(t) = Re{Ue™"}

L
,... der Strom eilt um% voraus!”
\ R ~ . o f T .
. > U=1U.0¢73) — .05 .l%
- Re{} il wC
L 1
= — -1
JwC
U
Fur die k I Amplitud ilt:| U = 1[— '11
ur die komplexen Amplituden gilt: L=SoctT jwc_

1Ly
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken
|Ideale Spule

i(t) = Re{Ie™'} mit I = Te’¢

Im{:} U(t) — Re{gejwt}
U 5 l i s 1 1
— R4 ¥PT3 ... der Strom eilt um 5 hinterher!
S 2 : Q:ﬁGJ(SO—F%):wLeJ%TBJ(’O
Re{} \ql,—/

= qwlL -1

Fir die komplexen Amplituden gilt: |U = jwLI

1Ly
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken
Verallgemeinerter komplexwertiger Widerstand

Fazit: In allen Fallen lasst sich der Zusammenhang von Strom und Spannung in einem
Gesetz analog zum Ohmschen Gesetz mit einem verallgemeinerten
komplexwertigen ,Widerstand® (genannt: Impedanz) fassen:

U=Z-1  bzw Z:?

S

=y
<

|
=
I~
N
|
=y

1Ly

v b )
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken
Impedanz und Admittanz

Z=R+jX

= \Z|ej 8(Z) wird Impedanz oder Scheinwiderstand genannt.

Der Real- und der Imaginarteil werden als

R : Resistanz,

Wirkwiderstand

X : Reaktanz, Blindwiderstand

bezeichnet.

Y = 2 wird Admittanz oder Scheinleitwert genannt.

Der Real- und der Imaginéarteil werden als

Y =G +jB

mit

(& : Konduktanz, Wirkleitwert
B Suszeptanz, Blindleitwert

bezeichnet.

Die Kirchhoffschen Gleichungen gelten auch fur die komplexen Amplituden.

1Ly

:?*f_ Technische

Braunschweig

'U

A

e
=]

by 3

w

C
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken
Kirchhoff'sche Satze fur komplexe Amplituden

m
!
Maschengleichung: g (+)U, =0
Beweis: v=1
m
!
Knotengleichung: E (i)ly =0
v=1
Beweis entsprechend.
0'«"?’*&
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken

Maschenstromverfahren
C, Cly

w=1000%, Cy = Cy = 1uF = 102, R = 1kQ = 1k¥ Uy =Uyp=U,=1V

_ (reellwertig, d.h. Phase = 0)
Geben Siean: Ug, Ug,

ur(t), wucg ()

Ansatz:

1Ly
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken
Parallelschaltung von Impedanzen

——— —, )

U l Z, Z, (X Y Z,. l

IR U— 1 —

Anwendung des 1. Kirchhoffschen Satzes :

|~

I
<
N

I~
|

Admittanzen:

1 =1 “ 1
— =) — V,..=> Y it Z,=—
7 Z 7 oder | XY g ;_y mit 4, Y,

1Ly
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken
Reihenschaltung von Impedanzen

IN
1N
N
N

|
|
|

|
3
I

<

Anwendung des 2. Kirchhoffschen Satzes:
U=

m
des — E :Zl/
v=1
1Ly
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken
Die RL-Reihenschaltung

I
o >

IS
=

-
[IOQ
h

v - .
U, =U,-¢e?

R .
U, = R+ijQ = u;(t) = Re{U,e*"}

JwL .
U =g orl = ualt) = Re{lye™)

1Ly
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken
Die RLC-Reihenschaltung

1 Im
. R , m{}
U R gemeinsamer
e U, Strom:
v Q I
U —
Ug L Ug ‘
v Re{}
Uo | == C Ue
v v Kondensator: Strom
° eilt der Spannung voraus!

U=Up+Up+Us =RI+jwLl+ 5ol = (R+jwl+ i) I=Z-1

Erinnern Sie sich noch an das Beispiel der RLC-Reihenschaltung aus Kapitel 5.17? ]
Die ist mit der komplexen Wechselstromrechnung nun fir Sie I6sbar! -
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken
Umwandlung von Reihen- und Parallelschaltung

Jede aus einem Wirk- und einem Blindwiderstand bestehende Reihenschaltung kann in
eine elektrisch gleichwertige Parallelschaltung umgewandelt werden (und umgekehrt).

Beispiel:
Xp
R X, —I—

o— R —o0
P

Die Aquivalenz beider Schaltungen gilt i.a. jedoch nur fur genau 1 Frequenz!

SALL
o .?Q
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5.3 Komplexe Berechnung von Netzwerken
Beispiel: Reihen- und Parallelschaltung bei induktivem Blindantell

o o
Rp N
RT - 1 Ry 2
T (WOLp) Z,X Rp Lp
z,Y
LP
Ly = 1 4 (“olpy2 l
+( R, ) o
Lr 2 2
o | | Rp:Rr+<wO ) Lp_Lr‘l‘ 2r
Z =R, +jX, =R+ jwo Ly R, OL’F
100 | | 100|

Hier: Aquivalenz nur bei f, = 1 kHz

R - wly
a Q- \

10 - 10
LS Re{Z,} 1 Im{Z,}
0,1 1 10 01 1 10
’ f ’ f
7 kHz 7 kHz

SALL
o .?Q
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Frequenzabhangigkeit und Ortskurve

Frequenzabhangigkeit des Scheinwiderstandes: Im{} |
Ohmscher Widerstand: Z(w) = R

Induktiver Widerstand: Z;(w) = jwlL

Kapazitiver Widerstand: Z (m) = —1 R
: 7/
P =¢ JwC

) WA

Darstellung im Zeigerdiagramm: Re{}
Zc
\

Ortskurven:

Der Wert des komplexen Widerstands wird in der komplexen Zahlenebene mit der
Kreisfrequenz w als Parameter aufgetragen. Die resultierende Kurve wird als Ortskurve
bezeichnet. Im{}

.. ) I W= W
Beispiel: Z,, = R+ jwL
ZRL | ..
Ortskurve fur Z
:ZR+ZL(CU) |w:wl
|
1
’I w = Wy .
R Re{}
c'«lf‘%
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Ubertragungsfunktion eines Netzwerks

Mit diesen Bauelementen lassen sich Schaltungen (z.B. Spannungsteiler) mit speziellen
frequenzselektiven Eigenschaften (Filter) aufbauen.

Das Ubertragungsverhalten einer Schaltung wird im eingeschwungenen Zustand durch
den sog. Frequenzgang H (w) oder durch Ortskurven charakterisiert.

_ o) _ (s eine Funktion der Kreisfrequenz w
H(w) = |H(w)|-e H(je) bzw. immer auch von jw!

Betrag des Frequenzgangs: |H(w)]

Phase des Frequenzgangs: ¢(w)

uy (?) l —e R l us(t)

passives Zweitor = passiver Vierpol (passiv = keine Quellen!)

LL
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Einige Eigenschaften linearer Netzwerke

Falls die Eingangsspannungu(t) = (71 cos(wt + 1) ist, dann ist die Ausgangsspannung
u2(t) im eingeschwungenen Zustand ebenfalls ein sinusférmiges Signal der gleichen
Frequenz.

Das Verhéltnis der komplexen Amplituden von Ausgangs- zu Eingangsspannung wird als
Frequenzgang definiert. Der Frequenzgang eines linearen Netzwerkes aus konzentrierten
Elementen ist eine rationale Funktion von jw (bzw. von w)

U B
Frequenzgang: 52 = Z(j.w) =H(jw)| & U,=H(jw) U,

LL
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Beschreibung durch die Ubertragungsfunktion

pu(t) RLC-Netzwerk y us(t)
AN /T YR
\ ot =30, R i N Nt
\ / \ T P ~— )
\ | Phasenverschiebung
\_/ o1 \ und Betragsanderung
1 -
Im{}“ O o Im{}u
. \Ql H(jw) Qa\
~1 -
U,
R 0 —eO >
Re{} Rei)

U, -ﬂ(jw) = U,
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Der LR-Spannungsteiler (Tiefpassfilter)

Uy
Q:U1 R QQZQR

| ueuen

(o
=jwlL-I+R-1
— (R+jwL)- I

IS
L

IS

1Ly
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Frequenzgang des LR-Spannungsteilers

Das Ubertragungsverhalten des Spannungsteilers wird durch den Frequenzgang

H(w) = Urlw) _ Do) poraterisiert.

T W) Ow) S
Der LR-Spannungsteiler hat das Ubertragungsverhalten eines Tiefpassfilters.
1 T T T T
1
o 1\ — Y = Wy |H (wy)| = V2
@ ! i =
’ﬂ((ﬂ)‘ "q:) 05F LN T 0707 .............................
m ' ' Grenzfrequenz:
wg =R/L
O 1 1 1 |
1 2 4 6 8 ~ 10
0 w =
©
©
Q)
w — -
plw)  — 50
0
©
e
D_ 100 | | | |
) 2 4 6 8 ~- 10
g
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Der CR-Spannungsteiler (Hochpassfilter)
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Frequenzgang des CR-Spannungsteilers

Der CR-Spannungsteiler hat das Ubertragungsverhalten eines Hochpassfilters.

1 f : !
Lo [ W =Wy |ﬂ(wg)|:§% Grenzfrequenz:
H(w)| £ o5/ =0707 | |wg=1/(RC)
=L "5 . ; |
(af] | |
R y 6 5 = 10
Wy
100
@)
©
O
plw) <
V)
@®
c
al
° 2 4 6 8 w 10
Wy
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Der RC-Spannungsteller (Tiefpassfilter)

R
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Frequenzgang des RC-Spannungsteilers

Der RC-Spannungsteiler hat das Ubertragungsverhalten eines Tiefpassfilters.

1 . ,
L\ @ =yt [H(wg)| = 75
Hw)| & o5 iNC =0ro7 ]
Q :
-
YT 2 4 6 8 < 10
Wy
0
o
©
O
plw) — 50
n
S
< :
o z
100 2 4 6 8 w 10
Wy
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Der Reihenschwingkreis

1 U 1
Z===R+jwl+—
© > - 1 J JwC
1 1
Ug R Y === : -
U 1
Uy L Y| = Betrag von Y
v 1
VB + (WL — L2
i 1
v Ue | == C Ein Maximum wird fur wL — — = 0 erreicht.
o v CUC
Y| wird also fiir wg = b maximal.
vLC
wo wird als Resonanzfrequenz bezeichnet.
r
Y (w=wy)| = - (rein reell).
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Analyse des Reihenschwingkreises (1)

Y =

. [
R+j(iw0L_ﬂL) mit wo woC

Normierter
Scheinleitwert; 7Y =

—————— Wwobei die Glite des Schwingkreises sich zu
1+5Q(5 — =) J

@="R “wrCc _r\VC °9M
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Analyse des Reihenschwingkreises (Il) - Scheinleitwert

Der Reihenschwingkreis zeigt das Verhalten eines Bandpassfilters.
Betrag und Phase des normierten Scheinleitwertes Y fir @ = 1 und @ = 10

|RY (w)] Q=1 |RY (w)] Q=10
1 T T T T T T ‘ 1 ! T T
11 o L 11 1
RRCAVAR ST 5=
0.5 — =1 S 050 _ Q
Q 0
0 ! | I ‘ 0 | | | | T T 7
0.5 1 1.5 2 2.5 3 35w 4 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 w4
wo wo
p(w) = 10
©
O s0-
Q
(2]
e
an -50
- | |_ | 1 1 | | | |
100 0.5 1 1.5 2 2.5 3 356% 4 100 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 w4
wo wo
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Analyse des Reihenschwingkreises (lll)

Spannungen an den Netzwerkelementen des Schwingkreises: Q = woll
Spannung U am Kondensator: R
1 —7 —jwo
% _ JwC wRC TQ

U R+4jwLl—=5) 1+jQ(2—-=) 1+jQ(2 — )

w

Spannung U an der Spule:
Yr _ jwl _ Jwg g
U R+j(wL—i) 1—i—jQ(wﬁo—%) 1+]‘Q(wio_m)

w

Im Resonanzfall gilt: U = —jQU bzw. U; = QU =U=Up

Im Resonanzfall kann die Spannung an dem Kondensator oder der Spule sehr viel
groRer werden als die Eingangsspannung U .

Schwingkreise haben zahlreiche Anwendungen (Erzeugung von elektrischen
Schwingungen und elektromagnetischen Wellen, Mechanik, Akustik) und treten zudem
haufig auch als parasitarer Nebeneffekt auf.
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Das Bode-Diagramm

Darstellung des Frequenzgangs als Amplitudengang und als Phasengang tber einer
logarithmischen Frequenzskala w .

Amplitudengang] A(w) = 20log (|H (jw)|) [dB] (Dezibel)

Bode-Diagramm
Phasengang: |¢(w) = arg (H(jw))

Anmerkung: Die (Pseudo-) Einheit Bel wird flr logarithmierte Leistungsverhaltnisse
verwendet:

P P P
P =log,, — [Bel] = P = 10log,, — |Dezibel] =|P = 101g = [dB]
Pl Pl 1
Beispiel: An einem Widerstand bei einer Spannung U umgesetzte Leistung bezogen
auf die Leistung bei einer Referenzspannung Uy :

RU? U\’ U
dB = 10l¢ [ — | dB = 201¢ [ — | dB
RU? g<U0> g(%)

Vorteil des Bode-Diagrammes: Die Darstellung im logarithmischen Bereich Uberfiihrt Produkte

in Summen. Daher ist eine einfache grafische Konstruktion des Frequenzgangs im
Bode-Diagramm maoglich.
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Bode-Diagramm: Fall 1

] = 6’75
+55n
Wy Wy
(s
plw) ==n- 5
E 200 n‘_
S 100 4
o n=1
Q SR o o= —=1
B -100F . - -
@© N o n==2
c 200 e : : i
Q. o 10" 10° 10’ w 10°
Wy
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Bode-Diagramm: Fall 2

-
o
o

Amplitude [dB]
Phase [Grad]
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Bode-Diagramm: Fall 3

~
o S
S, @
G) -
s )
2. ©
= V)
o ©
E <
-60 !
2 1 0 1 2 o
<< 10 10 10 10 w 10
Wy
wo'«";?% .
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Bode-Diagramm: Fall 4
Jw

1 g
H(jw) = = =

re(Een) e(s) +sa
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5.4 Schaltungen mit frequenzselektiven Eigenschaften
Belastete Zweitore

Z,
L

Qol ~ Qlj L R l% z
R

(o

k

Der Innenwiderstand der (realen) Spannungsquelle Z; und die Lastimpedanz Z missen in
die Berechnung des Frequenzgangs mit einbezogen werden, es sei denn, diese Elemente
sind durch weitere schaltungstechnische Malinahmen entkoppelt.

Ny
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6. SIGNALE UND SYSTEME: DIE FOURIER-TRANSFORMATION

Prof. T. Fingscheidt
Institut fir Nachrichtentechnik (1fN)
TU Braunschweig

6.1 Signale und Systeme: Systemtheorie nl
6.2 Die Fourier-Transformation

Technische

% Universitit Sommersemester 2025 | Prof. T. Fingscheidt | Elektrotechnische Grundlagen der Technischen Informatik | 136/183

o |t -
~ L

’ o -

#~  Braunschwei ‘
Sl g \

Institut fir Nachrichtentechnik




6.1 Signale und Systeme: Systemtheorie
Was ist ein System und wie stellen wir es dar?

Ein System ist die Abstraktion eines Teils der physikalischen oder technischen Welt.

Beispiel: Nachfolgende elektrische Schaltung mit Widerstand R und Kondensator "

System System
o o o o
Eingangs- R Ausgangs- R
Spannung ——0; Spannung U, (f) —Ng U,(f)
u (1) us(?)
o ® o o ® o
Signaldarstellung als Funktion der Zeit ¢ Signaldarstellung als Funktion der Frequenz f
(Darstellung im ,Zeitbereich®) (Darstellung im ,Frequenzbereich®)
Abstraktion im Zeitbereich ... Abstraktion im Frequenzbereich:
uy () us(t) U,(f) Us(f)
—) — — —
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6.1 Signale und Systeme: Systemtheorie
Systemtheorie

Unterschiedliche physikalische Anordnungen zeigen gleiches Verhalten.
(Elektrotechnik, Mechanik).

Die Systemtheorie behandelt grundlegende Eigenschaften von Systemen, losgel6st von
der tatsachlichen Realisierung des Systems.

Das Ziel ist die Modellierung realer Systeme, die Analyse, der Entwurf, die Pradiktion, die
Regelung.

Wichtige Eigenschaften von Systemen sind z.B.:

Linearitat
Zeitinvarianz
Stabilitat
Invertierbarkeit

Dariiber hinaus ist die Art der Zeitbasis von Bedeutung: Wir unterscheiden

zeitkontinuierliche und zeitdiskrete Systeme. In dieser Vorlesung: Lediglich Betrachtung
zeitkontinuierlicher Systeme (Variable ¢ ).
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6.1 Signale und Systeme: Systemtheorie
Was ist ein Signal und wie stellen wir es dar?

Signale sind Funktionen einer oder mehrerer unabhangiger Variablen: Haufig sind sie
eine Funktion der Zeit s(t), manchmal auch des Ortes s(x) , oder zweier Ortskoordinaten
s(x,y) (z.B. Bild), manchmal auf von Ort und Zeit s(z, y, t) (z.B. Video).

Beispiele: Y

Strome und Spannungen in elektrischen Schaltungen

Medizintechnische Signale (EKG, EEG) Rontgenbild
Bilder
Videosignale
Akustische Signale A s(x)
s(t) 4 (Sprache, Musik): Hohenprofil

Der Ursprung dieser Signale ist vielfaltig.
Die Methoden der Analyse und der Verarbeitung sind einheitlich und systematisch.
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6.1 Signale und Systeme: Systemtheorie
Elementarsignale

Einheitssprung: €(t) =
prung: €(t) L >0

{0 t<0 pst) =e(t)

In der Systemtheorie wird oft

ohne Einheiten gearbeitet. >
Zeit z.B. bezogen auf 1s 0 t
- INE Au(t)
U —=<t<= -
Rechteckimpuls: u(t) = { 2= =2 U
0 sonst
>
_1 1 t
(Co-)Sinussignal: u(t) = U cos(wt + ¢) 2 0 2
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6.1 Signale und Systeme: Systemtheorie
Elementarsignale

Der Dirac-Impuls: §(t) A u1(?) A ()
Eigenschaften:
1) §(t —tg) =0 wennt #tg 4(1) (1)
o(t) 6(t — to)
>
2) / F(t) - 6(t — to)dt = f(to) > O T
,7Ausschneideeigenschaft”
Herleitung: 1 44
L _e<t< + — _~ Flache:
d(t) = { 2% U 2€ / o0
0 sonst /d(t)dt _1
Definition: §(t) = lir% d(t) -
Esgitt  lim [ d(t)dt = / 5(t)dt = 1 . . s
j —00 —00 0
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6.1 Signale und Systeme: Systemtheorie
Lineare zeitinvariante Systeme (LTI-Systeme)

Eine wichtige Klasse von Systemen werden durch lineare Differenzialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten beschrieben.

Diese Systeme sind linear und zeitinvariant (linear time-invariant system, kurz: LTI-
System).

Die Eingangssignale %1, (%) und die Ausgangssignale u2, (%) sind durch eine
zeitunabhangige Abbildung 2. (t) = T{u1, () } miteinander verbunden.

Schreibschrift-T
Fir beliebige Eingangs- und Ausgangssignale uo1 (t) = S{u11(¢)} und

Uga(t) = T{u12 ilt:
(1) = THusz () git T{aun (t) + bura(t)} = a - Tua ()} + b Tua(1)}

Aufgrund der Zeitinvarianz gilt: | usg (t — to) = E{ul(t — to)}

L —— —O
uy(t) l LTI-System l us(t)
o— —o0
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6.1 Signale und Systeme: Systemtheorie
Lineare zeitinvariante Systeme (LTI-Systeme)

Beispiel fiir Zeitinvarianz: ${s(t — tg)} = g(t — to)

A s(t) 9(t) s(t —to) g(t — to)
— T{} |— — T{} |— K
g T A > ¢
Beispiel fir Linearitat: T{2s(t) — s(t—t1)} = 2¢9(t) — g(t—1t1)
A2s(t) — s(t—t1) 4 2g(t) — g(t—t1)
A s(t) 9(t)
=~ b — T}
g [ 1t
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6.1 Signale und Systeme: Zeitbereich
Impulsantwort und Faltung

Wie reagiert ein LTI-System auf einen Dirac-Impuls am Eingang? Mit der Impulsantwort:

5(t)  ——— T{} — ‘3{5(15)} = h(t)

h(t) = e T

(1)

Beispiel:

L] >
0 t
Wie reagiert ein LTI-System auf ein beliebiges Eingangssignal?
Durch Faltung mit der Impulsantwort:

g(t) = /OOS(T)h(t — 7)dT = s(t) * h(t) | Faltungsintegral

st) — h(t) [ 9(t) =s(t)* h(t)
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6.1 Signale und Systeme: Zeitbereich

Faltung
o0
g(t) = / s(T)h(t — 7)dT = s(t) = h(t)
1) Schreibe s(t)als s(7): s(t)’ = s(r) " =
05 — 05
0 — ¢ 0 — T
24 0 1 2 24 0 1 2
2) Schreibe h(t)alsh(T): h(t)' = hr) ' =
0.5 — 0.5
1 14
2 1 0 1 2 t 2 -1 0 1 2
3) Schreibe h(7)als h(—7): h(—7) "
i 0.5 3,_
ot — T
4) Verschiebe i(—7) um ¢ nach rechts: prete
h(t — 7)1 1
teR | ‘ |
i 0.5 0.5
‘Qr Das ?-Blatt markiert die Stelle, of — T 0 :
o, . wo h(0) bzw. bei h(t — 7) das ¢ liegt! 2 } 20 = 0} ~05
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6.1  Signale und Systeme: s(7) Zeitbereich
Faltung v
o) = [ srhit ~r)ar (=) T =0

N
(=g

N
3
Q
—
=~
A
-
~—
|

5) Ordne $(7) und h(t — 7) untereinander an, 0
multipliziere fir jedes ¢ € R,
und berechne den Flacheninhalt

(=Integration):

N

o
o ) =
o~
|
-}
o Ot
—~
e ¥
I
-
)
~—
I
o
ot

{7@ v ! {7@

i 2

N
=
o

o
=) 3 =
o~
|
H
Q
—~
o
|
—
S
|
e

N
-
—t
—
N
-.q

2 1 b 1 2
| |
1 1 .
i =2
1 -
0 1 g (t > 2) =0
|
'?Q_ Technische ¢ LT
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6.1 Signale und Systeme: Zeitbereich
Faltung

g(t) = /OO s(T)h(t — 7)dr = /OO Ye(T)dT

o0 — 0

1
0.5 ‘ k
0

3(7’) 2 - oi1 2
h(t —T) t
Ye(T)
-

-,
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6.1 Signale und Systeme: Zeitbereich
Faltung — 2. Beispiel

g(t) = /OO s(T)h(t — 7)dT = s(t) * h(t)

o0

1) Schreibe s(t)als s(7): s(t)’ s(r)
05 — 05
0 ¢ 0 T
2.4 0 1 2 2.4 0 1 2
2) Schreibe h(t)alsh(T): h(t) 1 h(r)
0.5 —— 05 ‘ >
: 2401 2 ¢ ’ 2 1 0 1 2 4
3) Schreibe i(7)als h(—T): h(—7)
i 0.5 /4,_
¢ T
4) Verschiebe /.(—7) um ¢ nach rechts: 20tz
h(t — 7)1 1
teR
i 0.5 0.5
0 T 0 L T
24 | 1 2 2 1 0l1 2
e%“&?&% Technische t=20 t=10.5
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6.1 Signale und Systeme: Zeitbereich
Faltung — 2. Beispiel

g(t) = /OO s(T)h(t — 7)dr = /OO Ye(T)dT

o0 — 0

s(7)
h(t —T)

Ye(T)

1Ly
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6.1 Signale und Systeme: Zeitbereich f% _&
O J )
(7)) A

Faltungsalgebra

s(T)h(t — 7)dr = s(t) * h(t)

g(t)Z/:

h(T)s(t — 7)dT = h(t) * s(t)

-/

Symmetrie:

s(t) —»

A

>

h(t) > g(t)
¢ h}t

Kaskadierung (Serienschaltung):

s(t) —»| hy(t)

he(t) > g(1)

Parallelisierung:

s(t—

—>

Signal s(t) und System A(t) werden in
der Systemtheorie beide auf gleiche Art
und Weise beschrieben. Aufgrund der
Symmetrie im Faltungsintegral sind sie
sogar austauschbar!

s(t) —{ ho(t) | Pa(t) > ()

s(t) — Rhi(t) * ho(t) > g(t)

s(t) —» hy(t) + ho(t) > g(t)



https://www.google.de/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&ved=0ahUKEwjUlP3djYnTAhWE1RoKHTu0C4YQjRwIBw&url=https://www.dreamstime.com/illustration/funky.html&bvm=bv.151325232,d.ZGg&psig=AFQjCNH27o2Ss4DCr5AAA6ZRlPnp-fUzjw&ust=1491337005392747

6.2 Sig. & Sys.: Frequenzbereich (Fourier-Transformation)
Ubertragungsverhalten linearer Zweitore

Gegeben: u,(t) , sowie das elektrische Netzwerk.  Gesucht: ux(?)

Lineares Zweitor = System . .
y Resultat; wieder eine

Allgemeine Funktion:

(nicht nur Sinus/Cosinus) o— \ allgemeine Funktion:
A L A
Y1 ——C R U
R
>
r o) T3 |- t
Berechnung @ Frequenzgang aus Berechnung
mittels komplexer Netzwerk- mittels @
Fourier-Transformation Berechnung inverser
(Kap. 5.3, 5.4) Fourier-Trafo
U(jw) . H,(jw) _ U, (jw)

\
©,

Multiplikation im Frequenzbereich
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g%
et

0.2 Die Fourier-Transformation

Definition
Definition der Fourier-Transformation: Definition der Inversen Fourier-Transformation]
O O
_ . 1 . .
Q|| | i) = [woeat || wo =5 [ Ve | |[@
—00 —00
Alternative Schreibweisen: Alternative Schreibweisen:
. -1
U,(jw) = ${ua(t)} o up(t) = §{Us(Jw)}
% | __— Schreibschrift-F
Ul(jw) ._OW\ Transformationssymbol: u2(t) o—e U, (jw)
A Bildbereich @0 Zeitbereich
\ Zeitbereich o—e Bildbereich

Fourier-Transformierte
der Spannung (mit
Unterstrich!)
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0.2 Die Fourier-Transformation
Fourieranalyse — Beispiel 1

_ . . . . A
Beispiel: Die Fourier-Transformierte der Rechteck-Funktion u(t)
U —H<t<I U
u(t) =
0 sonst
U(jw) =
>
_Tr Tr t
2 0 2
O.QIH.QQ
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0.2 Die Fourier-Transformation
Fourieranalyse — Beispiel 1

U(jw) = UT - si(wZR)

Verhalten bei x = 0 (Regel von I'Hopital): lim sm(x) — lim cos(x) =1
x—0 T x—0 1

Nullstellen: —— = k’?l e W = k‘—2 k’ - Z
2 Tr’

UTx -m-

27

A | .

% $ Technische
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0.2 Die Fourier-Transformation
Fourieranalyse — Beispiel 2

Beispiel: Die Fourier-Transformierte des Dirac-Impulses u(t)

u(t) = 8(1)

U(jw) =

1Ly
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6.2 Die Fourier-Transformation
Korrespondenztabelle zur Fourier-Transformation: Dirac-Impulse

Im folgenden eine Tabelle zur schnellen Bestimmung von transformierten Signalen,
wenn Dirac-Impulse im Zeit- oder im Frequenzbereich beteiligt sind:

Zeitbereich o—e Frequenzbereich
u(t) U(jw)

%.t 5(1) 1
1 0(f) = 2m - 6(jw)
cos(wot) g - 0(j(w — wo)) + jm - 0(j(w + wo))
sin (wot) T 0(j(w — wo)) — 7 - 6(j(w + wo))

© T. Fingscheidt, Vorlesung “Einflihrung in die Elektrotechnik fir Medienwissenschaftler’, TU Braunschweig
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6.2 Die Fourier-Transformation
Eigenschaften der Fourier-Transformation ()

Linearitat:

Wenn U, (jw) = §{u1(t)} und U, (jw) = F{ua(t)} gilt, dann gilt auch:

Slerun(t) + coua(t) } = alU; (Jw) + ey (jw)

Symmetrie fiir reellwertige Funktion (%) :

U(—jw) =U"(jw) (konjugierte Symmetrie)

!

&,

L
-
E
-

% 3
‘¢ Technische
%2 Universitit Sommersemester 2025 | Prof. T. Fingscheidt | Elektrotechnische Grundlagen der Technischen Informatik | 157/183

5’0‘«
;% >
‘;,b%ic“ﬁ Braunschweig . . . II ll

Institut fir Nachrichtentechnik




6.2 Die Fourier-Transformation
Eigenschaften der Fourier-Transformation (lI)

Zeit- und Frequenz-Skalierung:

Aui(t)
Wenn u(t) o—e U, (jw) gilt, dann gilt auch: L
Originalsignal
] :
up(ct) o—o — -Ql(g), ceRc#0
c| c 3 4
} } >
0 1 9 t

Zeitliches Dehnen =

_ Zeitliches Stauchen =
Stauchen in der Frequenz:

Dehnen in der Frequenz:

up(t) = ui(ct), |e| <1,c#0 us(t) = ui(ct), e >1
AU2(t) AU2(t)
2
gedehntes Signal (¢ = g) gestauchtes Signal (¢ = 2)
3 4
: : —<» — : >
o 1 2 ¢ o N 2 t

LL
o .?Q

2 Technische
3 %E Universitit Sommersemester 2025 | Prof. T. Fingscheidt | Elektrotechnische Grundlagen der Technischen Informatik | 158/183

o -
‘+~ Braunschwei ‘ I
¥sc @ g . . . II k

Institut fir Nachrichtentechnik




6.2 Die Fourier-Transformation
Eigenschaften der Fourier-Transformation (lll)

Zeit-Verschiebung:

Wenn u(t) o—e U(jw) gilt, dann gilt auch: |u(t — to) o—e e 7“* - U(jw)
A u(t) Au(t —tg)

/\ Originalsignal verschobenes Signal
£ >

y 2

of /¢ T ¢

Frequenz-Verschiebung:

Wenn u(t) o—e U(jw) gilt, dann gilt auch: | wu(t) - ¢/“° o—e U(j(w — wp))

A U(jw) A U(j(w—wo))

O w O (:UO w

1Ly
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6.2 Die Fourier-Transformation
Eigenschaften der Fourier-Transformation (1V)

Paseval‘sche Beziehung:

/ T updt = = [ UGe) P

!

Ly
‘st Technische
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6.2 Die Fourier-Transformation
Der Faltungssatz der Fourier-Transformation

Wir gehen aus von der Beziehung: U, (jw) - H(jw) = U,(jw)

Die Multiplikation im Frequenzbereich e
entspricht einer Faltungsoperation im Zeitbereich: ul(t> * h(t) — U2(t)

1Ly
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6.2 Die Fourier-Transformation
Ubertragungsverhalten linearer Zweitore (Zeitbereich)

Gegeben: u,(t), sowie das elektrische Netzwerk.  Gesucht: (%)

Allgemeine Funktion: Lineares Zweitor = System Resultat: wieder eine

(nicht nur Sinus/Cosinus)o—- —o allgemeine Funktion:
G —.— NN
0 01
i /\’
| 7 —

[l
Il
Q
oy

—C) t

A

H(jw)

Berechnung
mittels  ( )
v ﬂ inverser

Fourier-Trafo

wq (t) * h(t) — uo(t)
/ oo
@ uy(t)* h(t) := /_ ur(T)h(t — 7)dT = us(t)

Faltung im Zeitbereich

1Ly
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6.2 Die Fourier-Transformation
Eigenschaften der Fourier-Transformation (V)

Faltungssatz:
Wenn uy(t) o—e U, (jw) und h(t) o—e H(jw) gilt, dann gilt auch:

F{ui(t) * h(t)} = U;(jw) - H(jw) | [w1()*h(t) == /_ Ooul(T)h(t — 7)dr

Faltungsintegral

h(t) wird Impulsantwort des Systems H (jw) genannt, denn:

uq (t) = 6(t) l ﬂ(]w) l us(t) = h(t)
i o —° Frequenzbereichs-
Rechnung
: H(jw) = Us(w)
bzw. uy(t)*x h(t) = 6(t) * h(t) = /_C:}(T)h(t — 7)dr = h(t) éeei(t:tr)]irueri](;hs-

1Ly
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6.2 Die Fourier-Transformation
Die Faltung (engl. convolution)

us(t) = / u(T)h(t — 7)dT = uy(t) * h(t) | wird als Faltungsintegral
— 0 bezeichnet
t

= u(T)h(t — 7)dr

—0C0

ult)  da h(t — ) = 0 fir 7 > ¢ Bewege /1(—7) umt
nach rechts: h(t—fr)

//\ / ’ uy () ) ’

' N " ) T

t

|
* 4 s (t) | Berechne Integral,
h(t) | = uz2() an der

:Stellet
/-\ I
|
>
P Y
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6.2 Die Fourier-Transformation
Bestimmung des Frequenzgangs eines Systems

u(t) o-e U(jw)
h(t) o H(jw)
u(t) « h(t) oo U(jw)- H(jw)

Bestimmung des Frequenzgangs ﬂ(jw) eines LTI-Systems:

Entweder:
Cosinus-Spannungen mit der Frequenz 0 < w < oo an das System anlegen

und die Dampfung und Phasenverschiebung dieser Spannungen messen.

Oder:
Das System mit einem Dirac-Impuls beaufschlagen, die Impulsantwort aufzeichnen.

Die Fourier-Transformierte der Impulsantwort ist der Frequenzgang.

1Ly
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6.2 Die Fourier-Transformation
Impulsantwort des RC-Tiefpasses

TOER S
0 sonst

1Ly
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6.2 Die Fourier-Transformation
Konvergenzbedingungen

Fur die Existenz der Fourier-Transformation (d.h. Losbarkeit des Integrals) konnen die
folgenden hinreichenden Konvergenzbedingungen angegeben werden:

/ lu(t)]?dt < oo (u(t) ist quadratisch integrierbar)

— 00
oder die Dirichlet'schen Bedingungen:

/ lu(t)|dt < oo (u(t) ist absolut integrierbar)

—00
u(t) muss eine endliche Anzahl von Maxima und Minima innerhalb jeden endlichen
Intervalls aufweisen.

u(t) muss eine endliche Anzahl von Unstetigkeitsstellen innerhalb jeden endlichen
Intervalls aufweisen.

Dariber hinaus existiert das Fourierintegral auch fur verschiedene nicht absolut oder
guadratisch integrierbare Funktionen.
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6.2 Die Fourier-Transformation
Zusammenfassung: Eigenschaften der Fourier-Transformation

gerade ungerade
. | )

u(t) = w9 (t) +u(t) o F{u@®)}=U(jw) =Re{U(jw)} + jIm{U(jw)}

Eigenschaft Zeitbereich o—e Frequenzbereich
Transformation u(t) = % /+ U(jw)e’*tdw | U(jw) = /+ w(t)e It dt
Gerader Anteil u(t) = Lu(t) + sur(—1) Re{U(jw)}

Ungerader Anteil u™(t) = 2u(t) — tur(—¢) JIm{U(jw)}

Konjugation u*(t) U (—jw)

u(t) rein reell... u(t) = u*(t) U(jw) =U"(—jw)
Zeit-Verschiebung u(t — to) U(jw) - eIwto to € R
Frequenz-Verschiebung u(t) - edwot U(j(w —wp))  wo =27 fo
Zeit- und Frequenz-Spiegelung | u(—t) U(—jw)

Zeit- und Frequenz-Skalierung | u(c - t) ﬁ -U(3%) ceR,c#0
Uberlagerung c1 - ur(t) + co - uz(t) e - U, (Jw) +co - Us(Jw)
Faltung u(t) = h(t) U(jw) - H(jw)

Modulation uy (1) - ua(t) = - U, (jw) * Uy(jw)
Parseval'sches Theorem /+ lu(t)|?dt = % /+ U (jw)|?dw

i © T. Fingscheidt, Vorlesung “Einflihrung in die Elektrotechnik fir Medienwissenschaftler’, TU Braunschweig
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/. SIGNALE UND SYSTEME: DIE LAPLACE-TRANSFORMATION

Prof. T. Fingscheidt
Institut fir Nachrichtentechnik (1fN)
TU Braunschweig

7.1 Die Laplace-Transformation ' 1
7.2 Das Laplace-Ersatzschaltbild

7.3 Die Rucktransformation

7.4 Anwendungen der Laplace-Transformation
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7.1 Die Laplace-Transformation
Motivation: Berechnung von Einschaltvorgangen...

Im folgenden interessieren uns im wesentlichen Einschaltvorgange.

Beispiel:

Zum Zeitpunkt? = 0 werde der Schalter S geschlossen. Der Kondensator sei zu diesem
Zeitpunkt ungeladen, d.h. uc(0+) = 0

das ,0+" bedeutet: kurz nachdem der
Schalter geschlossen wurde

Darstellung der Eingangsspannung durch Sprungfunktion:

Au(t)

Frage:
Uo Wie groR ist #(t) ?
Wie groR ist uc(t)?
>
t
0
c'«lf‘%
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7.1 Die Laplace-Transformation
Prinzip

Beschrankung auf kausale Signale (Einschaltvorgange), d.h. u(t) =0 fart < 0.

Behandlung von Einschwingvorgangen durch Beriicksichtigung von Anfangsbedingungen.
Haufige Anfangsbedingungen: Strom durch eine Spule iz (t = 0+),

Spannung an einem Kondensator uc(t = 0+),
da diese sich nicht sprunghaft &ndern kénnen!

ldee: 1) Transformation aller (eingeschalteten) Strom- und Spannungsquellen
in einen Bildbereich (Laplace-Bereich) = Laplace-Ersatzschaltbild zeichnen

2) Transformation aller konzentrierten Netzwerkelemente
(Ohm‘sche Widerstande, Kapazitaten, Induktivitaten)
in einen Bildbereich (Laplace-Bereich) = Laplace-Ersatzschaltbild zeichnen

3) Anwendung der bekannten Methoden im Bildbereich

(Kirchhoff'sche Satze, Ohm‘sches Gesetz sowie Zusammenhang von Strom
und Spannung an Kapazitat und Induktivitat)
Bestimmung von gesuchtem/r Strom/Spannung im Bildbereich

4) Ricktransformation der interessierenden Grof3en in den Zeitbereich

Im folgenden sehen wir uns diese vier Schritte etwas genauer an!
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7.1 Die Laplace-Transformation
Schritt 1: Zeitbereich - Bildbereich: Strom & Spannung

Schritt 1: Transformation von Stromen und Spannungen

Definition der Einseitigen Laplace-Transformation: Imaginére Einheit j := V=1

U(s) = /u(t)e_Stdt Die Variable s ist eine komplexe Zahl: s = 0 + jw € C
0+ Einheit: [s] = s, [st] =1 e \
reelle Zahl Kreisfrequenz

Wir rechnen mit der Variable s, als wére sie eine
beliebige Variable...
(keine weiteren Kenntnisse zu komplexen Zahlen noétig)

Alternative Schreibweisen:

U(s) = £4u(t
U(s) ygg)}// Schreibschrift-L

/\\
U(s) e—o u(t) Transformationssymbol: Bildbereich e—o Zeitbereich

*\ Zeitbereich o—e Bildbereich

Laplace-Transformierte der
Spannung (mit Unterstrich!)
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7.1 Die Laplace-Transformation
Schritt 1: Zeitbereich - Bildbereich: Strom & Spannung

Beispiel fir Schritt 1: Die Laplace-Transformierte der e(t)
Sprungfunktion A

e<t>—{1 - .

0 <0
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7.1 Die Laplace-Transformation
Schritt 1: Zeitbereich - Bildbereich: Strom & Spannung

Beispiel fir Schritt 1: Die Laplace-Transformierte der
Exponentialfunktion

—ct t>0
u(t) =4 ° =" ¢eR
0 t <0
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7.1 Die Laplace-Transformation
Schritte 1 und 4: Korrespondenztabelle der Laplace-Transformation

Zeitbereich (¢ > 0) o—e Bildbereich

Zeitbereich (¢ > 0) o—e Bildbereich
: W
sin wt m
cos wt 5
R
e~ sin wt “
(s + ¢)? 4+ w?
e~ coswt ste
(s + ¢)? 4+ w?

(—cre™t + coe2t)

co2—cCq

5(t) _(l)_.t (Dirac-StoB) | 1
1
1 (Sprung) | —
s
" n!
t Sn—l—l
G_Ct 1
s+ c
1
1 tn—l —ct
(n—1)! € (s + o)
1 . e—ct C
s(s + c)
1
1 e—clt . e—CQt
er ) (s + c1)(s + ¢2)
S

(s + c1)(s + ¢2)
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7.1 Die Laplace-Transformation
Schritt 1: Eigenschaften der Laplace-Transformation (1)

Linearitat:

Wenn U, (s) = £{u1(t)} und Us(s) = £{us(t)} gilt, dann gilt auch:

L{ciui(t) + coua(t)} = U (8) + U, (s)

Verschiebungssatz:

Wenn u(t) o—e U(s) gilt, dann gilt auch:

u(t —ty) o—e e *"U(s)

Faltungssatz:

Wenn u1(t) oo U,(s) und wux(t) o—e U,(s) gilt, dann gilt auch: .
up(t)xug(t) := /ul(t — T)uo(7)dT

Sl w®) =) La(s) | T <o)

1Ly
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7.1 Die Laplace-Transformation
Schritt 1: Zeitbereich - Bildbereich: Beispiel

Beispiel fir Schritt 1: Die Laplace-Transformierte der A u(t)
Rechteckfunktion, berechnet Uber
die Eigenschaft der Linearitat und
den Verschiebungssatz Uy
Uy 0<t< Ty
u(t) =
0  sonst >
0 T, !

1Ly
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7.1 Die Laplace-Transformation
Schritt 1: Eigenschaften der Laplace-Transformation (11)

Anfangswerttheorem:

Wenn u(t) o—e U(s) gilt, dann gilt auch:

M, w(t) = Jing sU(s)
L

\

das ,0+" bedeutet: kurz nachdem der Schalter
geschlossen wurde

Endwerttheorem:

Wenn u(t) o—e U(s) gilt, dann gilt auch:

tlim u(t) = lin% sU(s)

1Ly

% Universitit Sommersemester 2025 | Prof. T. Fingscheidt | Elektrotechnische Grundlagen der Technischen Informatik | 178/183

" a
72$ Braunschweig . . . II ll
w

C
Institut fir Nachrichtentechnik

:?*f_ Technische

~°N
-
&
<
b 1
5
+
e,
s



7.1 Die Laplace-Transformation
Schritt 1. Eigenschaften der Laplace-Transformation (lll)

Differentiationssatz: [flg=fg—[fd
BeoLspieI 1: einfache Ableitung (partielle In;[ggration)

du(t OO

f u( ) e—st dt = u(t)e_St -+ S/fu(t)e_‘gtdt = —U(O+) + SQ(S)
dt =~ 0+

o+ —~— 9 0+

!

Beispiel 2: zovgeite Ableitung

d2u(t) t du(t) o0 - du(t)
6_3 dt f— e—St _|_ S/ e_Stdt
0_—'[ dtQ dt 0+ 7. dt
. du(t)
= — lim [s-U(s) — u(0+)]
Allgemein: t—0+ dt
£ {ddlzgt> } — SVQ(S) — Sy_lu<0—|—) — SV—2uél) L Suéu—2) . ’U,g/_l)
. dYu(t)
tl—l}g}k dt?

1Ly
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7.1 Die Laplace-Transformation
Schritt 1. Eigenschaften der Laplace-Transformation (1V)

Integrationssatz: [flg=fg—[fd
Partielle Integration:

oo t | t oo oo 1
w(r)dr- e dt = —=e - [ u(r)dr| — [ w(t) - (—=)e *dt
T S R
g :(O+§u@+» +§-£@¢ﬂ}

Voraussetzung: tlim e - /U(T)dT =0
o

Allgemein: 0
Q{AZWyh}&.M2”+ésm@n

1Ly
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7.1 Die Laplace-Transformation
Schritte 1 und 4: Eigenschaften der Laplace-Transformation

u(t) oe Llu)}=U(s), s=oc+jw, oc€R u(t)=0firt<0

Eigenschaft Zeitbereich o—e Bildbereich
c+joo 00
Transformation u(t) = % [ Ul(s)etlds | U(s) = [ u(t)e *tdt
c—jo0 0+
u(t) rein reell ... u(t) = u*(t) U(s)=U"(s")
Zeit-Verschiebung u(t — to) U(s)-e s
Frequenz-Verschiebung u(t) - e U(s+c)
Zeit- & Frequenz-Skalierung | u(c - t) ﬁ -U(2) ceR,c>0
du(t
Differentiation 1;55 ) sU(s) — u(0+)
; 1 0
Integration [ u(r)dr —L{u(t)} + u(0+)
0 s s
Uberlagerung c1 - u(t) + co - us(t) c1-U(s) 4+ co-Usy(s)
Faltung u(t) * h(t) U(s)- H(s)
Anfangswerttheorem lim w(t) lim sU(s)
t—0-+ 5—00
Endwerttheorem lim w(t) lim sU(s)
t—00 s—0

© T. Fingscheidt, Vorlesung “Einflhrung in die Elektrotechnik fir Medienwissenschaftler’, TU Braunschweig
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7.2 Die Laplace-Ersatzschaltbild
Schritt 2: Netzwerkelemente im Bildbereich

Induktivitat im

Induktivitat im

Zeitbereich: u(t) = Ldii(tt) oo U(s)=sLI(s)—Li(0+) Bildbereich:
i(1) L(s)
s- L
u(t) L — U(s)
! | IL@((H_) !Vorzeichen
Gleichspannungsquelle
Kapazitat im o du(t) B Kapazitat im
Zeitbereich: i(t)Z(t) —C dt oo Lls) = SC[Q(S)_CU(O+) Bildbereich:
o> Oﬂ]_ — Q(S) — i(é)+u(2+)
1
u(t) — C =| U(s) s-C
u(04)
v v S
(o SEEE—

Gleichspannungsquelle
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7.2 Das Laplace-Ersatzschaltbild
Schritt 3: Rechnung im Bildbereich

Der erste und der zweite Kirchhoff'sche Satz gelten auch im Bildbereich:

1) Knotengleichung:

2) Maschengleichung:

3) Ohm‘sches Gesetz:

Zusammenhang von Strom und
Spannung an einer Kapazitat:

Zusammenhang von Strom und
Spannung an einer Induktivitat:

1Ly

fj 1, ()] =0

fj U, (5)] = 0
U(s)=R-I(s)
s~ L) 00
U(s)=LI(s)~ Li(04)

Kondensator:
Anfangsspannung

Spule: Anfangsstrom

:?*f_ Technische

Braunschweig

T
A
e
e
i
B

C

% Universitit Sommersemester 2025 | Prof. T. Fingscheidt | Elektrotechnische Grundlagen der Technischen Informatik | 183/183

N HEiN

Institut fir Nachrichtentechnik



7.2 Das Laplace-Ersatzschaltbild
Schritt 3: Rechnung im Bildbereich, Grenzbetrachtungen

1
Stromsprung am Kondensator: I(s) = £ U(s) = 1((57) +U(O+>
S s

Wie ist die Spannung sofort?

I
lim u(t) = li_>m sU(s) = lim — + u(0+) = u(0+)  Sie ist unverandert

t—0+ S§—00 SC —
Anfangswerttheorem = Der Kondensator verhélt sich zu Beginn wie ein
Kurzschluss!

Y U(s) |, i(0+)
2 sl S

Spannungssprung an der Spule: U(s) =

Wie ist der Strom sofort?

. . .U . .
lim i(¢) = lim sI(s)S lim — +i(0+) = i(0+)  Erist unverandert!

t—0+ §—00 S—>00 SL

H,—/
Anfangswerttheorem = Die Spule verhélt sich zu Beginn wie ein Leerlauf!
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7.3 Die Rucktransformation
Schritt 4: Rucktransformation

Die Ricktransformation in den Zeitbereich fihren wir immer
uber die Korrespondenztabelle (S. 171) durch! Ggfs. muss
auch ein Theorem angewandt werden (S. 177).

In vielen Fallen (z.B. lineare zeitinvariante Systeme) ist die Laplace-Transformierte
durch eine gebrochen rationale Funktion darstellbar.

Die gebrochen rationale Funktion wird in Partialbriiche zerlegt.

Die Partialbriiche werden dann mit Hilfe der Korrespondenztabelle einzeln zurlick
transformiert und das Ergebnis durch Uberlagerung der Einzelresultate gebildet.
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7.3 Die Riucktransformation
Schritt 4. Rucktransformation tber Partialbruchzerlegung

Zerlegung gebrochen rationaler Funktionen in Partialbriiche
A(s)  aps" 4 aps" 4 +ag
rs) = B(8)  bps™ + by_1s™ L 4o by
1. Falls der Grad n > m , so wird zunéchst A(s) durch B(s) dividiert.

2. Der Divisionsrest wird dann in Partialbriiche zerleqgt.
Zerlege den Nenner B(s) in Faktoren
(5 = bor)™ -+ (s = boa) ™ -+ - (s* + qus +p1)" - (s* + qss + pp)™?
Zu jedem Faktor der Form (s — bOZ-)ki gehdren Partialbriiche der Form
Ai Ajs Aig,
s — boi " (8 — boi)? T (s — bog)"
und zu jedem Faktor der Form (52 + q;s + pi)“
sBiy + Cy sBi> + Cio sBy, + Cy,
Fhgstp (gt (gt ph
Die Faktoren Aij , Bij und Cz-jwerden durch Koeffizientenvergleich bestimmit.
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7.4 Anwendung der Laplace-Transformation
Beispiel: Aufladen eines Kondensators

Beispiel vom Beginn des Kapitels: Schritte 1 und 2: Laplace-Ersatzschaltbild

i i(t)
é_

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird der Schalter S geschlossen.

Wie sieht der zeitliche Verlauf der Spannung am Kondensator .(t) aus,
wenn zum Zeitpunkt ¢ = Oder Kondensator die Ladung ¢ tragt?
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7.4 Anwendung der Laplace-Transformation
Beispiel: Strom in der Spule

Beispiel: Schritte 1 und 2: Laplace-Ersatzschaltbild

B

Uo l u(t)

Der Schalter ist firt < O in Position I.

Der Schalter wird zum Zeitpunkt t = 0 in Position Il geschaltet (und bleibt dort).
Berechnen Sie den Strom(t).

Der Schalter wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Position Il geschaltet und zum Zeitpunktl'r
in Position | zuriickgeschaltet. Berechnen Sie den Strom Z(t) .
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7.4 Anwendung der Laplace-Transformation
Bedeutung der Laplace-Transformation

Der Erfolg der Laplace-Transformation beruht auf ...

1
... der einfachen Bildfunktion < fur die Sprungfunktion im Zeitbereich

... dem Differentiationssatz und der damit moglichen einfachen Berucksichtigung
von Anfangsbedingungen

... umfangreichen Tabellen fur die Ricktransformation

1Ly
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Vielen Dank fur
lhre Aufmerksamkeit.

Vielen Dank fur lhr Durchhaltevermdgen!

Sie haben nun die Grundlagen der
Elektrotechnik kennengelernt.
Alle Achtung!

Nun kommt in ein paar Tagen die Prufung.
Wir méchten, dass Sie gut bestehen!
Wir tun von unserer Seite alles dafur,

dass es dazu kommt.

Tun Sie das auch!
Prof. T. Fingscheidt

Institut fir Nachrichtentechnik (IfN)
Technische Universitat Braunschweig
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1.1 Signale und Systeme
Lineare zeitinvariante Systeme (LTI-Systeme)

Eine wichtige Klasse von Systemen wird durch lineare Differenzialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten beschrieben.

Diese Systeme sind linear und zeitinvariant (linear time-invariant system, kurz: LTI-System).
(i.a. ,verschiebungsinvariant® = linear shift-invariant, LSI-System)

Das Eingangssignal s(t) und das Ausgangssignal g(t) eines LTI-Systems ist durch eine
zeitunabhangige Abbildung ¢(¢) = %{s(¢)} miteinander verbunden.

Schreibschrift-T
Fir beliebige Eingangs- und Ausgangssignale ¢;(t) = T{s;(t)}, i = 1,2,3,... qilt:

T{Z a;si(t)} = Z a; - T{si(t)} = Z 9i(t) Linearitat

g(t —tg) = T{s(t —to)} Zeitinvarianz

s(1) g(t) = F{s(t)}
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